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Introducere
O particularitate generală a naturii ce ne înconjoară este schimbarea. Schimbările, 
foarte diverse şi complicate, se cercetează în cadrul ştiinţelor naturii: fi zica, biologia, 
chimia, astronomia, geologia ş.a.

Mecanica (în limba greacă înseamnă „maşină” sau „ştiinţa despre maşini şi me-
canisme”) este o ramură a fi zicii care studiază cea mai simplă formă de  mişcare, 
numită mişcare mecanică.

Mişcarea mecanică a unui corp este schimbarea în timp a poziţiei lui în raport cu 
alte corpuri.

Exemple de mişcare mecanică observăm în jurul nostru la fi ecare pas: deschiderea 
ochilor, ridicarea din pat, deschiderea uşii, a robinetului, deplasarea spre şcoală etc.

În mecanică se disting două compartimente care studiază două aspecte ale mişcării 
mecanice:

Cinematica (în limba greacă ́ „mişcare”) cercetează formele mişcării corpurilor 
şi caracteristicile acesteia, fără a evidenţia însă factorii ce determină o formă sau alta 
de mişcare. La descrierea mişcării se folosesc formule, grafi ce şi tabele. Cinematica 
este numită metaforic şi geometrie a mişcării.

Dinamica (în limba greacă ́ „forţă”) studiază formele mişcării corpurilor în 
funcţie de cauzele ce le condiţionează. Astfel, în dinamică se răspunde la întrebarea: 
„De ce corpul se mişcă în modul dat?”, întrebare care nu-şi găseşte răspunsul în 
cinematică.

Un compartiment special al dinamicii este statica, ce studiază doar repausul (echilibrul) 
corpului în vederea stabilirii condiţiilor corespunzătoare ale acestuia. 

În natură mai există o mişcare foarte frecvent întîlnită, care se repetă după anumite 
intervale de timp. De exemplu: mişcarea unui corp suspendat la capătul resortului sau 
al unui fi r, a unei rigle metalice prinse la un capăt, a crengilor copacilor sub acţiunea 
vîntului, bătăile inimii, vibraţiile plămînilor în procesul respiraţiei, vibraţiile coardelor 
vocale şi ale timpanelor care ne permit să vorbim şi să auzim etc. Aceste mişcări sînt 
numite mişcări oscilatorii. În general, în urma acţiunii unei anumite forţe, orice corp 
material poate efectua oscilaţii, chiar dacă acestea, în unele cazuri, sînt de scurtă durată. 

Propagarea mişcării oscilatorii în spaţiu şi timp reprezintă mişcarea ondulatorie. 
Undele pot fi  de natură diferită. În funcţie de faptul ce oscilează şi în ce medii se 
propagă, se deosebesc unde: pe suprafaţa apei, sonore în medii elastice, seismice în 
scoarţa terestră etc. 
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C a p i t o l u l  I

CINEMATICA 

1.1  PUNCTUL  MATERIAL  ŞI  SOLIDUL  RIGID – MODELE  

UTILIZATE  ÎN  MECANICĂ 

Cunoaşteţi deja  că mişcarea mecanică este cea mai simplă formă a mişcării. 
Totuşi această mişcare nu este de fi ecare dată foarte simplă. Urmărind atent 
căderea unei frunze, veţi observa că ea se roteşte, legănîndu-se pe undele aerului 
(fi g. 1.1). Răsfoind manualul, fi lă cu fi lă, puteţi observa că, la început, foaia se 
îndoaie, se deformează (adică îşi schimbă forma), apoi diferite porţiuni ale ei 
se mişcă în mod divers. Aceste două exemple sînt sufi ciente pentru a înţelege 
că mişcarea  mecanică în natură nu este întotdeauna simplă şi că descrierea ei 
exactă poate fi  foarte complicată. 

Întrebarea fi rească este dacă în procesul studierii fenomenelor fi zice trebuie 
să cunoaştem şi să analizăm, de fi ecare dată, detaliat şi amănunţit mişcarea 
corpurilor.

Să examinăm un exemplu concret. 
Imaginaţi-vă un pasager pe peronul unei gări, care aşteaptă sosirea trenului ce se afl ă la cîţiva 

kilometri de gară. Pentru acest pasager, ca şi pentru dispecerul gării (care urmăreşte mersul 
trenului pe o schemă electronică, fi g. 1.2), 
este important să ştie distanţa la care se 
afl ă  trenul, pentru a deduce dacă trenul 
circulă în conformitate cu orarul stabilit. 
În această situaţie, determinînd distanţa 
dintre tren şi gară, putem face abstracţie 
de dimensiunile trenului, care nu ne 
interesează (fi ind cu mult mai mici decît 
distanţa pînă la el). Nu are importanţă 
pentru pasager şi dispecer nici for-
ma trenului, determinată de conturul 
porţiunii de cale ferată pe care se afl ă.Fig. 1.2

Fig. 1.1
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Studiind mişcarea unei nave cosmice spre Lună sau spre o planetă oarecare, vom ne-
glija în calculele noastre dimensiunile navei, care sînt foarte mici în comparaţie cu distanţa 
parcursă. Ajungem, aşadar, la concluzia că în unele mişcări dimensiunile corpurilor conside-
rate pot fi  neglijate în raport cu distanţele pînă la alte corpuri sau cu distanţele parcurse 
de aceste corpuri. Astfel, s-a ajuns la un model foarte des utilizat în mecanică, modelul 
punctului material.

Corpul ale cărui dimensiuni spaţiale pot fi  neglijate în comparaţie cu distanţa parcursă 
sau cu distanţele pînă la alte corpuri este numit punct material.
Din defi niţie reiese că punctul material nu 

este neapărat un corp mic, important fi ind ca 
dimensiunile lui să poată fi  neglijate în condiţiile 
date.

Evident, în alte condiţii corpul respectiv nu 
mai poate fi  considerat punct material. Atunci 
cînd trenul intră în gară (fi g. 1.3), dimensiunile lui 
devin importante pentru pasagerul care aşteaptă 
anunţul dispecerului privind ordinea numerotării 
vagoanelor: primele vagoane se afl ă la ieşirea pe peron în partea stîngă sau în cea dreaptă a 
peronului. Rezultă că modelul (noţiunea) de punct material poate fi  utilizat numai în cazul în care 
sînt satisfăcute anumite condiţii. Corpul în mişcare la care se neglijează nu numai dimensiunile 
spaţiale, ci şi alte caracteristici ale lui (masa, sarcina electrică etc.) este numit mobil.

Să examinăm şi să defi nim alt model de corp utilizat în mecanică. Cunoaştem că forma şi di-
mensiunile corpului dat depind, într-o anumită măsură, şi de corpurile cu care el interacţionează. 
Astfel, lungimea unui resort poate fi  mai mare sau mai mică, o lamă poate fi  mai mult sau mai 
puţin încovoiată etc. Deci corpurile din jur pot modifi ca dimensiunile şi forma corpului dat, 
adică provoacă deformarea acestuia. În natură nu există corpuri care nu se deformează, unele 
deformîndu-se în aceleaşi condiţii mai puţin, altele mai mult.

În anumite cazuri modifi cările dimensiunilor și ale formei corpurilor pot fi  neglijate. 
În aceste situaţii se utilizează modelul solidului rigid.

Corpul care în condiţiile date nu-şi modifi că dimensiunile şi forma (adică nu se 
deformează) se numeşte solid rigid sau, pur şi simplu, rigid.
Cu alte cuvinte, rigid este corpul la care distanţa dintre orice două puncte rămîne 
invariabilă în timp.
Pot fi  utilizate şi alte modele atît pentru corpuri, cît şi pentru fenomene fi zice. Necesitatea 

lor rezultă din faptul că proprietăţile corpurilor şi fenomenele fi zice reale din natură sînt 
foarte complicate. De aceea se evidenţiază unele proprietăţi (sau factori) ce nu infl uenţează 
esenţial fenomenul studiat şi sînt neglijate. Acest procedeu este cunoscut sub denumirea de 
abstractizare, iar modelele elaborate sînt numite abstracţii. Veridicitatea modelului elaborat 
este justifi cată de corectitudinea prezicerilor obţinute pe baza lui. Se ajunge, astfel, la o de-
scriere aproximativă, dar mai simplă, a fenomenului studiat, ceea ce permite stabilirea unor 
relaţii cantitative între mărimile ce-l caracterizează. Ulterior pot fi  evaluate şi modifi cările 
condiţionate de factorii neglijaţi asupra rezultatelor obţinute anterior.

Fig. 1.3
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1. Ce reprezintă punctul material? Exemplifi caţi.

2. Care este deosebirea dintre noţiunea de punct material şi cea de mobil?

3. Care corpuri solide se numesc rigide?

4. Mai multe automobile se afl ă în faţa barierei în aşteptarea traversării căii ferate. Poate fi  con-
siderat trenul drept un punct material faţă de automobile?

5. Analizaţi situaţiile următoare: o albină se mişcă pe petalele unei fl ori în căutarea nectarului; albina 
se afl ă în zbor spre stup; albina zboară în faţa urdinişului pentru a intra în stup. În ce caz albina 
poate fi  considerată punct material şi în care nu? Argumentaţi răspunsul.

1.2  SISTEM DE REFERINŢĂ. SPAŢIU ŞI TIMP

a. Relativitatea mişcării. Sistem de referinţă

În definiţia mişcării mecanice se menţionează că schim-
barea poziţiei corpului dat are loc „în raport cu alte corpuri”. 
De exemplu, poziţia unui automobil poate fi determinată 
în raport cu o bornă kilometrică de pe marginea şoselei, cu 
podul de care se apropie, cu autobuzul ce vine din sens opus, 
cu tractorul ce se deplasează în direcţie perpendiculară faţă de drumul pe care se mişcă 
automobilul (fig. 1.4) etc. Un pasager din autobuz se afl ă în stare de repaus în raport cu 
autobuzul, dar se mişcă faţă de celelalte corpuri. Astfel, mişcarea automobilului sau a pa-
sagerului poate fi  descrisă în raport cu mai multe corpuri. Aşadar, ajungem la concluzia că 

mişcarea oricărui corp, precum şi starea lui de repaus, ca un caz particular al mişcării, 
sînt relative.
Conchidem că înainte de a cerceta mişcarea unui corp, trebuie să indicăm corpul în raport 

cu care este descrisă mişcarea. Acest corp, considerat fi x, este numit corp de referinţă sau reper.
Pentru a determina poziţia corpului, considerat punct 

material, în raport cu un corp de referinţă, este necesar să 
legăm de el (în mod rigid) un sistem de coordonate şi să avem 
un instrument de măsurare a distanţelor. Alegerea corpului 
de referinţă legat cu originea unui sistem de coordonate, a 
direcţiei şi sensului axelor acestuia este arbitrară. Descrierea 
mişcării trebuie să fi e cît mai simplă pentru observatorul care o 
cercetează. De exemplu, studierea mișcării unui corp pe puntea unui 
vas maritim poate fi  realizată atît în raport cu puntea vasului, cît și în 
raport cu Pămîntul. La descrierea mișcării navei cosmice spre Lună 
(fi g. 1.5), pot fi  utilizate diferite corpuri de referinţă – lansarea navei și mișcarea ei în vecinătatea 
Pămîntului este mai convenabil să fi e descrise considerînd Pămîntul drept corp de referinţă. 
Mișcarea navei de la Pămînt spre Lună poate fi  descrisă ţinîndu-se cont de poziţia ei atît faţă 
de Pămînt, cît și faţă de Soare sau de Lună; apropierea de Lună și aselenizarea navei se descriu 
mai simplu dacă se consideră Luna drept corp de referinţă.

Fig. 1.5

Fig. 1.4
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În defi niţia mişcării mecanice se menţionează, de asemenea, 
că schimbarea poziţiei corpului are loc în timp. De aceea, pentru 
a descrie mişcarea, este necesar şi un instrument de măsurare a 
timpului  (un ceasornic), imobil faţă de corpul de referinţă.

Toate elementele enumerate mai sus, indispensabile pentru 
a descrie mişcarea mecanică a corpurilor, constituie ceea ce 
numim sistem de referinţă sau referenţial.

Corpul de referinţă, sistemul de coordonate (legat rigid cu 
el), instrumentul de măsurare a distanţelor şi ceasornicul 
(imobil în raport cu acelaşi corp) formează sistemul de referinţă sau referenţial (consi-
derat convenţional fi x,  fi g.1.6).

b. Unităţile de lungime şi de timp

Pentru a determina coordonatele punctului material la un 
moment anumit de timp, este necesar să măsurăm lungimi 
şi intervale de timp. Pe această cale se stabileşte cîte unităţi 
conţine mărimea măsurată (ea este egală cu numărul respectiv 
de unităţi). Măsurarea mărimii fi zice constă în compararea 
ei cu o mărime de aceeaşi natură, considerată ca unitate. 

În prezent se utilizează Sistemul Internaţional (SI), ce are 
şapte unităţi fundamentale stabilite, pentru şapte mărimi fi zice. 
Unităţile altor mărimi fi zice se exprimă prin cele fundamentale 
şi sînt numite unităţi derivate.  

Din gimnaziu cunoaşteţi unităţile de lungime şi de timp – 
metrul (m) şi secunda (s). Metrul, ca unitate fundamentală în 
SI, a fost defi nit în 1791 ca a 1/40000000 parte din lungimea meridianului terestru pe care 
este situat Parisul. S-au realizat apoi măsurările respective şi pe baza lor a fost stabilit un 
etalon al metrului, confecţionat din platină (90%) şi iridiu (10%), adoptat la 10 decembrie 
1799. Acesta reprezintă o bară de construcţie specială, avînd la capete cîte trei linii subţiri. 
Lungimea de 1 m este egală cu distanţa dintre liniile de mijloc (fi g. 1.7). Etalonul se păstrează 
la Biroul Internaţional de Măsuri şi Greutăţi de la Sèvres, lîngă Paris. Măsurările mai exacte 
au arătat că lungimea meridianului ales este mai mare decît valoarea obţinută anterior, dar 
etalonul metrului nu a fost modifi cat (el nu mai corespunde defi niţiei iniţiale). 

Pentru măsurarea timpului s-a folosit încă în Antichitate periodicitatea schimbării zilei 
cu noaptea, schimbare condiţionată de rotaţia Pămîntului în jurul axei sale. Durata acestui 
interval numit zi s-a dovedit a fi  mare, de aceea a fost divizat în mai multe părţi: o zi conţine 
24 de ore (această divizare a fost propusă încă în Babilon), 1 oră – 60 de minute, iar 1 minut 
– 60 de secunde. În SI secunda a fost adoptată ca unitate fundamentală pentru timp:

1s =
         1        
24 · 60 · 60  =   dintr-o zi. 

Secunda astfel defi nită este numită secundă astronomică.
Pe baza acestor defi niţii ale metrului şi secundei au fost construite instrumente ce permit 

măsurarea lungimilor şi a intervalelor de timp cu precizii destul de mari, sufi ciente pentru 
activitatea cotidiană a omului. 

Fig. 1.7

1m

Fig. 1.6
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Cercetările speciale necesită etaloane defi nite mult mai exact decît cele descrise mai sus, 
care ar putea fi  realizate în cazul dispariţiei etaloanelor existente. S-a stabilit că acţiunea 
Lunii şi a Soarelui asupra Pămîntului frînează rotaţia acestuia în jurul axei sale, ceea ce duce 
la mărirea duratei unei zile cu circa 0,001 s într-un secol. Durata zilei este infl uenţată şi de 
schimbările formei şi ale dimensiunii Pămîntului, de cutremurele de pămînt ş.a. În urma 
unor cutremure de intensitate mare, durata zilei variază brusc cu valori de pînă la 0,004 s.

Se impune utilizarea unui sistem fi zic cu o periodicitate mult mai stabilă. Aceasta este 
radiaţia emisă de atomi, pusă la baza defi nirii unor etaloane noi. În 1972, a fost adoptată o 
nouă defi niţie a secundei ca unitate fundamentală în SI: 

O secundă este egală cu 9 192 631 770 de perioade ale radiaţiei ce corespunde tran-
ziţiei dintre două niveluri fi ne ale atomului de cesiu 133.
Tot radiaţia atomilor, de această dată a atomilor de cripton, a fost pusă în 1960 la baza 

defi niţiei unui etalon nou al metrului. În 1983, acesta a fost înlocuit cu un alt etalon, care 
este în uz şi în prezent.

Metrul este egal cu distanţa parcursă de lumină în vid în intervalul de timp egal 
cu 1/299 762 458 dintr-o secundă.
Aceste etaloane se utilizează numai în cercetări speciale care necesită măsurări cu un 

grad înalt de precizie.

c. Spaţiul şi timpul în mecanica clasică

Corpurile se mişcă în spaţiu şi în timp. Spaţiul determină ordinea în care sînt situate 
(aranjate) corpurile, iar timpul, ordinea în care se succed fenomenele. Aceste noţiuni se 
consideră fundamentale în fi zică.

În mecanica clasică sau newtoniană, ale cărei principii fundamentale au fost formulate de 
către Newton, spaţiul şi timpul sînt considerate absolute, independente unul de altul, de 
corpurile ce se afl ă şi se mişcă în spaţiu. De aici rezultă concluzii importante: distanţa dintre 
două puncte (lungimea segmentului) pentru observatorii din diferite sisteme de referinţă este 
una şi aceeaşi; aceasta se referă şi la durata intervalului de timp dintre două evenimente – la 
determinarea ei observatorii din diferite sisteme de referinţă obţin una şi aceeaşi valoare.

La începutul secolului al XX-lea, s-a constatat că aceste concepţii referitoare la spaţiu şi 
timp sînt limitate şi necesită modifi cări esenţiale.

ÎNTREBĂRI

1.  Ce reprezintă relativitatea mişcării? Ilustraţi cu exemple care diferă de cele din text. 

2.  Ce este corpul de referinţă?

3.  Ce reprezintă sistemul de referinţă?

4. Care este deosebirea dintre unităţile fundamentale şi cele derivate?

5. Ce înţelegeţi prin caracterul absolut al spaţiului şi al timpului?

6.  Care este corpul de referinţă preferat la studiul mişcării planetelor? Dar al sateliţilor acestora?

7.  Un pescar traversează rîul cu o luntre vîslind. Ce corpuri pot fi  luate drept corpuri de referinţă 
la descrierea mişcării vîslei? 

8.  Poate fi  considerat corp de referinţă corpul a cărui mişcare se studiază?
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1.3  TRAIECTORIA.  DEPLASAREA  ŞI  DISTANŢA  PARCURSĂ

a. Descrierea mişcării unui punct material
Mişcarea unui punct material este considerată cunoscută (descrisă) dacă poate fi  

identifi cată poziţia lui la orice moment de timp. 
Există cîteva metode de descriere a mişcării.

Metoda coordonatelor. Să urmărim un punct material care 
se mişcă de-a lungul unei linii drepte (de exemplu, mişcarea 
automobilului sau a trenului pe o porţiune rectilinie de drum). 
În acest caz este raţional să construim sistemul de coordonate 
astfel încît o axă a lui, de exemplu, axa Ox, să coincidă cu această linie (fi g. 1.8). Poziţia 
mobilului M pe axă este determinată de valoarea coordonatei x egală cu distanţa de la origi-
nea O pînă la punctul M, luată cu semnul plus, dacă pentru a ajunge din O în M trebuie să 
ne mişcăm în sensul pozitiv al axei x, şi luată cu semnul minus – în sens contrar. La mişcarea 
mobilului M în timp, coordonata lui variază, adică este o funcţie de timp:

 x = x (t). (1.1)

Ecuaţia dată descrie mişcarea punctului material de-a lungul 
unei linii drepte şi este numită ecuaţie cinematică a mişcării.

Pentru descrierea mişcării unui punct material pe o suprafaţă 
plană (de exemplu: o luntre pe apa stătătoare a unui lac sau o bilă 
pe masa de biliard), este convenabil să construim un sistem de 
două coordonate situate în acest plan (fi g. 1.9). Poziţia punctului 
material M pe plan este determinată de coordonatele x şi y, egale 
cu distanţele lui de la axele de coordonate şi luate cu semnele plus 
sau minus în acord cu convenţia stabilită în cazul precedent. De 
exemplu, coordonatele punctului M sînt   

x = OM2 = MM1  şi  y = OM1 = MM2 , 
iar coordonatele punctului M’: 

x’  = OM’2 = M’ M’1  şi  y’  = – OM’1 = – M’ M’2 .
La mişcarea punctului material, coordonatele lui variază, adică 

x = x (t),  y = y (t).  (1.2)

Astfel, mişcarea punctului material pe o suprafaţă plană este 
descrisă de două ecuaţii cinematice ale mişcării.

În cazul mişcării punctului material M în spaţiu, se iau trei axe de coordonate, reci-
proc perpendiculare (fi g. 1.10). Poziţia punctului material M este determinată de cele trei 
coordonate x, y, z, egale cu distanţele punctului de la planele perpendiculare pe axele 
corespunzătoare. Distanţele se iau cu semnele plus sau minus conform regulii stabilite mai 
sus. De exemplu, punctul M are coordonatele: x = M1M2,  y = OM2, z = MM1, iar punctul 
M’are coordonatele: x’ = – M’1 M’2, y’ = – OM’2, z’  = M’ M’1. 

Cînd punctul material se mişcă, cele trei coordonate variază în timp, prin urmare:
 x = x (t), y = y (t), z = z (t). (1.3)

Aceste trei ecuaţii cinematice ale mişcării descriu complet mişcarea punctului material în spaţiu.

Fig. 1.8

Fig. 1.9

Fig. 1.10
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Metoda vectorială. Poziţia mobilului M în raport cu sistemul de 
coordonate, legat rigid cu corpul de referinţă, poate fi determinată, 
de asemenea, de un vector numit vector de poziţie. Amintim că 
vectorul este un segment de dreaptă orientat, caracterizat prin 
modúl (valoare), punct de aplicaţie (origine), direcţie şi sens. 
Originea vectorului de poziţie r→ = OM→ coincide permanent cu 
originea coordonatelor O, iar extremitatea sa cu punctul material 
M (fig. 1.11). Modulul vectorului de poziţie este egal cu distanţa 
de la originea coordonatelor pînă la punctul M.

Cunoaşterea vectorului de poziţie r→ presupune cunoaşterea 
modulului său şi a unghiurilor formate cu axele de coordonate sau 
cunoaşterea coordonatelor extremităţii lui M.

Pentru a descrie mişcarea corpului într-un plan, reprezentăm vectorul de poziţie al unui 
punct material ce se mişcă în acest plan (fi g. 1.12). Notăm cu  unghiul măsurat în sens 
trigonometric, de la axa Ox spre vectorul de poziţie. Cunoaşterea modulului vectorului de 
poziţie şi a unghiului  permite calcularea coordonatelor mobilului şi invers. 

Din fi gură obţinem x = r cos,  y = r sin  şi relaţiile inverse .
Aceste relaţii rămîn valabile pentru orice valori ale unghiului .
În timpul mişcării mobilului M, vectorul lui de poziţie variază în modúl şi direcţie, 

originea sa rămîne fi xă (în O), iar sensul este mereu orientat de la O spre M. Astfel, vectorul  
r→ este o funcţie de timp:

r→= r→(t). (1.4)

Această ecuaţie descrie complet mişcarea mobilului.

b. Traiectoria

Mobilul în timpul mişcării sale trece dintr-o poziţie în alta. 

Ansamblul poziţiilor ocupate succesiv de mobil constituie o linie numită traiectorie. 
Traiectoria permite vizualizarea simultană a tabloului integral al mişcării, al tuturor 

punctelor prin care a trecut sau va trece mobilul în timpul mişcării. 
Traiectoria reprezintă, în genere, o linie imaginară şi doar uneori este materializată de 

corpuri. De exemplu, linia de cale ferată determină traiectoria trenului, sîrma care trece 
printr-o bilă determină traiectoria acesteia în timpul alunecării pe sîrmă etc.

Forma traiectoriei este pusă la baza primei clasifi cări a mişcărilor mecanice ale mobilului: 
în mişcări rectilinii (traiectoriile sînt linii drepte) şi în mişcări curbilinii (traiectoriile sînt 
linii curbe, în plan sau în spaţiu).

c. Deplasarea şi distanţa parcursă

Considerăm traiectoria unui mobil (fi g. 1.13) şi două poziţii ocu-
pate de el pe traiectorie: poziţia M la momentul de timp t şi poziţia 
M’ la momentul ulterior de timp t’= t +Δt.

Vectorul Δs→ = MM’care uneşte poziţia iniţială M şi cea fi nală 
M’se numeşte vector deplasare sau deplasare Δ s→ a mobilului 
în intervalul de timp ∆t = t’– t .

Fig. 1.11

Fig. 1.12

l

Δ

Fig. 1.13
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Modulul deplasării (lungimea vectorului deplasare) este distanţa minimă dintre aceste 
poziţii şi nu depinde de forma traiectoriei dintre ele.

Lungimea traiectoriei l dintre poziţiile M şi M’se numeşte distanţă parcursă de mobil 
în  intervalul de timp ∆t.
Deplasarea mobilului este o mărime vectorială şi nu poate fi  comparată cu distanţa 

parcursă, care reprezintă o mărime scalară. Ultima poate fi  comparată doar cu modulul 
deplasării ce nu poate depăşi distanţa parcursă: │∆ s→│ ≤ l.

d.o Mişcarea de translaţie a rigidului

Mişcarea de translaţie a rigidului este mişcarea în care segmentul 
de dreaptă ce uneşte două puncte arbitrare ale rigidului rămîne 
paralel cu sine însuşi (fi g. 1.14).
În jur observăm deseori corpuri în mişcare de translaţie: valiza cu 

rotile ce coboară pe o suprafaţă înclinată (fi g. 1.15), telefericul ce urcă 
sau coboară, dar a cărui podea rămîne permanent orizontală (fi g. 1.16), scaunele roţii de 
contemplare („roata dracului”) ale căror speteze sînt permanent verticale (fi g. 1.17) etc.

Cercetînd detaliat mişcarea de translaţie a corpului 
din fi gura 1.14, observăm că segmentul AB ce uneşte 
punctele arbitrare A şi B ocupă ulterior poziţia A’B’. 
În conformitate cu defi niţia rigidului, segmentele AB şi 
A’B’au lungimi egale, iar potrivit defi niţiei mişcării de 
translaţie, aceste segmente sînt paralele. Prin urmare, pa-
trulaterul ABB’A’este un paralelogram. Deci în intervalul 
de timp cît a durat această mişcare, deplasările punctelor 
arbitrare A şi B sînt egale: . Punctele fi ind arbi-
trare, rezultă că deplasările tuturor punctelor rigidului în mişcare de translaţie sînt egale între 
ele, adică toate punctele au traiectorii identice. Acest fapt permite să considerăm rigidul în 
mişcare de translaţie drept punct material, chiar dacă dimensiunile corpului nu sînt neglijabile.  

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

01. Ce metode de descriere a mişcării mobilului cunoaşteţi?

02. Care este defi niţia vectorului de poziţie?

03. Ce numim traiectorie a unui punct material?

04. Cum se defi neşte vectorul deplasare? Dar distanţa parcursă?

Fig. 1.14

Fig. 1.15 Fig. 1.16

Fig. 1.17
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05.  În ce constă mişcarea de translaţie? Cum se mişcă punctele corpului în cazul mişcării de translaţie?

06. Poate oare modulul deplasării unui corp să fi e egal cu distanţa parcursă? Dar mai mare? Mai 
mic? Argumentaţi răspunsul.

07. Deplasarea mobilului într-un interval de timp este egală cu zero. Se poate oare afi rma că în 
acest interval mobilul s-a afl at în repaus? Justifi caţi răspunsul.

08. Ce indică contorul vitezometrului automobilului: modulul deplasării sau distanţa parcursă?

09. Coordonatele punctului material la un moment de timp sînt: x = 8 m, y = 6 m. Trasaţi pe caiet 
axele unui sistem plan al coordonatelor şi reprezentaţi în el poziţia punctului şi vectorul lui de 
poziţie. Determinaţi în baza fi gurii obţinute modulul vectorului de poziţie şi unghiul format 
de el pe axa Ox. Verifi caţi rezultatele efectuînd calculele respective (vezi p. 14).

10. Un corp aruncat vertical în sus de la înălţimea h = 3 m deasupra pămîntului se ridică în sus 
cu H = 7 m deasupra locului lansării, apoi cade pe pămînt. Determinaţi modulul deplasării şi 
distanţa parcursă de corp în această mişcare.

11. Un grup de turişti parcurge distanţa l1 = 1,6 km în direcţia Nord, apoi încă l2 = 1,2 km în  
direcţia Vest. Determinaţi modulul deplasării grupului de turişti şi cu cît el este mai mic decît 
distanţa parcursă.

12. O bilă se mişcă de la un capăt pînă la altul al unui jgheab de forma unui semiinel de rază 
R = 0,5 m. Determinaţi modulul deplasării bilei şi distanţa parcursă de ea.

13. Un sportiv aleargă pe un stadion distanţa L = 200 m. Pista de alergări prezintă un semicerc 
urmat de o porţiune rectilinie cu lungimea l = 100 m. Care este modulul deplasării sportivului?

1.4  OPERAŢII CU VECTORI

a. Adunarea vectorilor

În fi zică se utilizează pe larg mărimile vectoriale, două dintre ele fi ind deja defi nite: 
vectorul de poziţie şi deplasarea. Din cursul de Matematică, clasa a VIII-a, cunoaşteţi unele 
elemente de algebră vectorială.  

Regula adunării (compunerii) vectorilor poate fi  stabilită relativ simplu, analizînd un 
exemplu de mişcare. Imaginaţi-vă intersecţia a două străzi şi un pieton care se afl ă în poziţia 
A şi trebuie să ajungă în poziţia B (fi g. 1.18). Trecerea directă de la A la B, în linie dreaptă, 
este interzisă de regulile de circulaţie. De aceea pietonul traversează mai întîi una din străzi 
ca să ajungă în poziţia C, apoi strada a doua şi ajunge în poziţia B.

În conformitate cu defi niţia, vectorul  s→ = AB→  este deplasarea pietonului în tot intervalul de 
timp. Această deplasare se compune din două etape, s→1 = AC→  şi s→2 = CB→ 

, efectuate succesiv. Deci 

s→ = s→1 + s→2 . (1.5)

Acest exemplu ilustrează regula adunării vectorilor. Considerăm doi vectori: a→ 
şi

 b→  
(fi g. 1.19, a) şi notăm suma lor cu c→ = a→ + b→. Reprezentăm în fi gura 1.19, b vectorul a→, apoi 
translăm paralel vectorul

 b→cu originea sa în extremitatea vectorului a→. Vectorul sumă c→, 
numit şi rezultantă, îşi are originea în cea a primului vector a→ şi extremitatea în cea a vec-
torului al doilea b→. Acelaşi rezultat c→se obţine dacă efectuăm operaţia menţionată mai sus în 
ordine inversă, adică reprezentăm mai întîi vectorul 

 b→, iar pe urmă vectorul a→(fi g. 1.19, c). 
Această regulă de adunare a vectorilor este cunoscută ca regula triunghiului.

Rezultatul adunării vectorilor rămîne acelaşi dacă realizăm o altă fi gură: reprezentăm 
vectorii ce se adună, a→şi

 b→, cu originea comună, construim pe ei un paralelogram, apoi 
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diagonala lui, care porneşte din originea comună a acestor vectori. Vectorul sumă c→  porneşte 
din această origine şi are ca extremitate vîrful opus al paralelogramului (fi g. 1.19, d). Această 
regulă a fost denumită regula paralelogramului.

Avem două reguli echivalente de adunare a vectorilor. În cazul folosirii regulii triun-
ghiului se construiesc doar două laturi ale paralelogramului şi diagonala lui.

La adunarea mai multor vectori una dintre regulile expuse mai sus se aplică de mai multe 
ori, rezultatul fi ind independent de ordinea în care aceştia se adună (fi g. 1.20).

Modulul vectorului sumă poate fi determinat atît grafic, prin construirea figurii 
corespunzătoare la o scală aleasă, cît şi analitic. De exemplu, dacă vectorii a→ 

şi
 b→au suport 

comun şi acelaşi sens (fi g. 1.21, a), atunci modulul sumei este egal cu suma modulelor; dacă 
însă vectorii au suport comun, dar sensuri contrare (fi g. 1.21, b), vectorul sumă este orientat 
în sensul vectorului cu modulul mai mare şi are modulul egal cu diferenţa modulelor vecto-
rilor ce se adună; în cazul în care vectorii a→ 

şi
 b→formează între ei un unghi drept (fi g. 1.21,  c), 

modulul vectorului sumă se determină pe baza teoremei lui Pitagora: c = . În alte 
cazuri se utilizează aparatul matematic adecvat, de exemplu, teorema cosinusului.

 

b. Scăderea vectorilor

Considerăm doi vectori a→şi
 b→. Diferenţa lor  d→ = a→ –  b→ 

poate fi  determinată prin cîteva 
metode.

Observăm că a→ = b→+ d→, adică vectorul  a→  
este vector sumă. Construim vectorii a→şi

 b→cu 
origine comună. Evident, vectorul  d→ 

este segmentul orientat din extremitatea vectorului
 

b→spre extremitatea lui a→(fi g. 1.22, a).

S
2

S
1

S

Fig. 1.19Fig. 1.18

Fig. 1.20

Fig. 1.21
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Transformăm relaţia d→ = a→ – b→ = a→ + (– b→). Astfel, vectorul diferenţă d→se obţine prin 
adunarea vectorilor a→şi (– b→), ultimul avînd acelaşi modúl şi aceeaşi linie de suport ca şi 
vectorul

 b→, dar sens contrar (fi g. 1.22, b). Din fi gurile de mai jos observaţi că prin ambele 
metode se obţine unul şi acelaşi rezultat.

Cunoaşterea operaţiei de scădere a vectorilor permite să exprimăm vectorul deplasare 
∆s→ al mobilului prin vectorii de poziţie r→şi r→’ ai locurilor ocupate de acesta la începutul 
şi la sfîrşitul intervalului de timp. Din fi gura 1.23 observăm că ∆s→ = r→’– r→= ∆r→, unde cu 
∆r→= r→’– r→s-a notat variaţia vectorului de poziţie al mobilului.

Vectorul deplasare al mobilului într-un interval oarecare de timp este egal cu variaţia 
vectorului de poziţie al mobilului în acest timp.

c. Componentele şi proiecţiile unui vector

Din cele expuse mai sus rezultă că este relativ 
simplu a determina modulul vectorului sumă sau al 
vectorului diferenţă a doi vectori dacă aceşti vectori 
sînt coliniari sau reciproc perpendiculari. Dacă însă 
unghiul dintre vectori este arbitrar şi se operează 
cu mai mulţi vectori, procedura adunării (scăderii) 
se complică considerabil. Pentru a o simplifi ca, se 
introduc noţiunile de componente şi de proiecţii ale 
vectorilor.

Orice vector situat în planul de coordonate xOy 
poate fi  prezentat ca suma a doi vectori paraleli la 
axele de coordonate (fi g. 1.24). Aceşti vectori se 
numesc componente ale vectorului. Astfel, compo-
nentele unui vector sînt tot vectori. Componenta se notează ca şi vectorul corespunzător, 
dar cu indice care arată axa căreia îi este paralelă. Astfel, cx

→
 este componenta vectorului 

c→paralelă la axa Ox, iar cy
→ 

este componenta aceluiaşi vector paralelă la axa Oy. Conform 
defi niţiei, c→x + cy

→ = c→.
Folosind componentele vectorilor, sistemul iniţial de vectori orientaţi arbitrar în plan se 

înlocuieşte cu un sistem de vectori în număr de două ori mai mare, dintre care o jumătate 
sînt paraleli la axa Ox, iar altă jumătate – paraleli la axa Oy. După adunarea vectorilor din 
fi ecare jumătate, se obţin doi vectori reciproc perpendiculari. Procedura adunării vectorilor 
s-a simplifi cat. 

Fig. 1.22 Fig. 1.23

Fig. 1.24
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Pentru a efectua calculele prin metoda analitică, introducem încă o noţiune – proiecţia  
vectorului pe o axă, în particular, pe axa de coordonate. Conform defi niţiei, proiecţia 
unui vector pe o axă reprezintă o mărime scalară algebrică egală cu modulul com-
ponentei vectorului în direcţia acestei axe, luat cu semnul plus dacă componenta şi axa 
respectivă au acelaşi sens sau cu semnul minus în cazul în care sensul componentei este 
contrar sensului axei.

Proiecţia vectorului a→ 
pe axa Ox se notează cu ax , proiecţia vectorului

 b→pe axa Oy – cu 
by etc. Conform fi gurii 1.24, proiecţiile vectorilor sînt:

ax=│ax
→│, ay= │ay

→│, bx= –│bx
→

│, by= –│by
→

│, cx= –│cx
→│, cy=│cy

→│.  

Există şi o altă defi niţie, echivalentă, a proiecţiei vectorului pe o axă. Să examinăm vec-
torul a→din fi gura 1.25. Coborîm perpendiculare din originea şi extremitatea lui pe axele de 
coordonate. Astfel, se obţin proiecţiile punctelor respective pe axe. Proiecţia vectorului pe o 
axă este egală cu diferenţa dintre coordonatele proiecţiei extremităţii şi proiecţiei vectorului 
originii. Adică ax = x2 – x1 şi ay = y2 – y1. Observăm că ax > 0 şi ay < 0, ceea ce rezultă şi din 
defi niţia precedentă.

Proiecţiile vectorului se pot calcula ca lungimile catetelor triunghiurilor dreptunghice. 
Cunoscînd un unghi  (fi g. 1.25), pentru proiecţii avem  ax = a sin  şi ay = – a cos .

Din aceeaşi fi gură se obţine şi relaţia dintre modulul vectorului şi proiecţiile lui pe axele 
de coordonate:

 . (1.6)

Să ilustrăm aplicarea noţiunii de proiecţie a vectorului la calcularea sumei a trei vectori  
s→ = a→+ b→+ c→(fi g. 1.26). Din fi gură observăm că proiecţia vectorului sumă pe axa Ox este 
sx= x4 – x1 = (x4 – x3 ) + (x3 – x2 ) + (x2 – x1 ) = cx + bx + ax.

În mod similar se obţine: sy = ay + by + cy.

Proiecţia vectorului sumă a unui sistem de vectori este egală cu suma proiecţiilor 
acestor vectori pe axa corespunzătoare.
Ţinînd seama de relaţia (1.6), pentru modulul vectorului sumă avem 

s = √ s2
x + s2

y= √ (ax+ bx+ cx)2 + (ay+ by+ cy)2. (1.7)

În cazul diferenţei vectorilor, proiecţiile respective se iau cu semnul minus.

Fig. 1.26Fig. 1.25
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ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

01. Cum se adună doi vectori după regula triunghiului? Dar după regula paralelogramului?

02. Ce reprezintă componentele unui vector?

03. Cum se determină proiecţia unui vector pe o axă?

04. Cu ce este egală proiecţia pe o axă a vectorului perpendicular pe ea? 

05. Suma a căror doi vectori este egală cu zero?

06. În ce caz modulul sumei a doi vectori este egal cu diferenţa modulelor  vectorilor ce se adună?

07. Modulul vectorului sumă a doi vectori de module identice este egal cu  modulul unuia dintre 
ei. Care este unghiul dintre vectorii ce se adună?

08. Trei vectori de module egale, situaţi în acelaşi plan, formează între ei unghiuri de 120o. Care 
este modulul sumei acestor vectori?

09. Proiecţiile vectorului a pe axele de coordonate sînt  ax=2 unităţi şi ay = 2unităţi. Determinaţi 
modulul acestui vector şi unghiurile formate de el cu axele de coordonate.

10. Vectorul a are proiecţiile pe axele de coordonate  ax = 6 unităţi şi ay = –
 
4  unităţi, iar vectorul 

 

b − proiecţiile egale cu bx=–2unităţi şi by = 2 unităţi . Determinaţi modulul vectorului sumă 

s = a + b şi modulul vectorului diferenţă d = a – 
b.

11. Un punct material s-a deplasat din poziţia M1 determinată de coordonatele x1 = 6 m, y1 = –2 m 
în poziţia M2 cu coordonatele x2 = 2 m, y2 = 1 m. Alegeţi un sistem plan de coordonate Oxy şi 
scala respectivă pentru lungime. Indicaţi poziţiile M1 şi M2, trasaţi vectorii respectivi de poziţie 
r1 şi r2 , precum şi vectorul deplasare Δs = r2 – r1. Determinaţi, în baza fi gurii obţinute, modulul 
vectorului deplasare. Verifi caţi rezultatul prin calculele respective. 

1.5  MIŞCAREA  RECTILINIE  UNIFORMĂ.  VITEZA

Mişcarea rectilinie a punctului material care parcurge deplasări egale în intervale 
de timp egale se numeşte mişcare rectilinie uniformă.
Fie ∆s→1 , ∆s→2 , ∆s→3 , … sînt deplasările mobilului în intervalele de timp ∆t1 , ∆t2 , ∆t3 , … 

corespunzătoare. În conformitate cu defi niţia de mai sus, ∆s→1 = ∆s→2 = ∆s→3 =…, pentru orice 
intervale ∆t1 = ∆t2 = ∆t3 =… . Dacă unul dintre aceste intervale este divizat în două părţi 
egale, atunci şi deplasarea ce corespunde unei jumătăţi de interval va fi  egală cu o jumătate 
din deplasarea efectuată în intervalul întreg de timp. Această afi rmaţie rămîne justă şi în 
cazul divizării intervalului de timp în mai multe părţi egale.

Egalitatea vectorilor deplasare ai punctului material este posibilă numai dacă aceştia 
sînt orientaţi de-a lungul aceleiaşi drepte. Astfel, conchidem că în condiţiile prevăzute de 
defi niţia de mai sus traiectoria mobilului constituie o linie dreaptă, adică mişcarea este 
rectilinie, iar din egalitatea deplasărilor şi, respectiv, a intervalelor de timp rezultă egali-
tatea rapoartelor:

 =  = ... =  = ... = const.

Deci în mişcarea rectilinie uniformă raportul dintre deplasarea punctului material şi 
intervalul de timp corespunzător este o mărime constantă. 
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Viteză a mobilului în mişcarea rectilinie uniformă este numit raportul dintre depla-
sarea mobilului şi intervalul de timp respectiv:

 → =  = const. (1.8)

Intervalul de timp ∆t > 0; prin urmare, viteza are aceeaşi direcţie şi sens ca şi vectorul 
deplasare. Putem formula o altă defi niţie pentru aceeaşi mişcare:

Mişcarea mobilului cu viteză constantă  → este o mişcare rectilinie uniformă.
S-a convenit a nota unităţile mărimilor fi zice cu simbolurile respective luate în paran-

teze pătrate. De exemplu, unitatea deplasării [∆s→ ] = m, a intervalului de timp [∆t] = s. La 
stabilirea unităţii de viteză în SI, obţinem 

[ v→ 
]=

 
 . 

Unitatea de viteză este o unitate derivată, deoarece se exprimă prin unităţile fundamentale.
Pentru a descrie mai simplu mişcarea mobi-

lului de-a lungul traiectoriei sale rectilinii, este 
convenabil să luăm o axă de coordonate, Ox, 
de-a lungul traiectoriei (fig. 1.27). Indicăm pe 
axă poziţia iniţială a mobilului M0 (la momentul
t0 = 0) şi poziţia fi nală M→(la momentul t). Deplasarea mobilului în intervalul ∆t = t – 0 = t 
este egală cu vectorul = s→ , iar viteza lui v→ 

= . De aici exprimăm deplasarea mobilului 
în intervalul Δt = t: 

s→ = →t. (1.9)

Legea mișcării rectilinii uniforme este următoarea: 

Deplasarea mobilului ce se mişcă rectiliniu uniform este direct proporţională cu 
durata mişcării.
În proiecţii pe axa Ox avem

sx = xt. (1.10)

Din fi gura 1.27 observăm că proiecţia deplasării sx = x – x0, deci x – x0 = vxt. Astfel, co-
ordonata mobilului ce se mişcă rectiliniu uniform este dată de expresia 

x = x0+ x t,  (1.11)

care constituie ecuaţia cinematică a mişcării rectilinii uniforme.
Din (1.11) observăm că pentru vx > 0, cînd viteza  este 

orientată în sensul pozitiv al axei Ox, coordonata x creşte cu 
timpul, iar pentru vx < 0 ea descreşte.

Ecuaţia mişcării (1.11) permite a determina coordonata 
mobilului la orice moment de timp, adică descrie mişcarea 
dată.

Construim grafi cele pentru proiecţiile vitezei şi pentru 
coordonata mobilului în mişcarea rectilinie uniformă.

Proiecţia vitezei rămîne constantă în timp, grafi cul ei 
este o dreaptă paralelă la axa timpului (fi g.1.28). Dreapta 2 

Fig. 1.27

2

3

1

Fig. 1.28
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corespunde mişcării cu o viteză v2x mai mare decît viteza v1x , 
iar dreapta 3 corespunde mişcării în sensul negativ al axei Ox 
(proiecţia v3x < 0).

Cunoaşterea grafi cului pentru proiecţia vitezei mobilu-
lui permite calcularea proiecţiei deplasării lui. Din grafi cul 
reprezentat în fi gura 1.29 şi luînd în considerare formula 
(1.10),  constatăm că proiecţia deplasării s1x = v1x . t1 este 
numeric egală cu aria dreptunghiului haşurat dintre grafi c şi 
axa timpului. Dacă proiecţia vitezei v2x < 0, atunci şi proiecţia 
deplasării este negativă.

Se ştie că laturile fi gurilor se exprimă în metri (m), iar ariile lor în metri pătraţi (m2). 
Dreptunghiul de sub grafi cul proiecţiei vitezei are o latură (pe axa absciselor) care se 
exprimă în s, a doua – în m/s, iar aria lui se exprimă în metri. Analogia cu geometria nu 
este completă, de aceea se menţionează că egalitatea proiecţiei deplasării cu aria de sub 
grafi c reprezintă doar o egalitate numerică, unitatea de măsură fi ind diferită de unitatea 
de măsură a ariei (m2).

În conformitate cu ecuaţia mişcării (1.11), la momentul 
iniţial (t0 = 0) coordonata mobilului este egală cu x0, apoi 
creşte liniar pentru vx > 0 (grafi cul 1 din fi g. 1.30). Grafi cul 
2 corespunde mişcării cu o viteză mai mare, ambele mobile 
pornind din aceeaşi poziţie. Grafi cul 3, paralel cu grafi cul 1, 
corespunde mişcării ce are ca poziţie iniţială originea coor-
donatelor şi viteza v3x = v1x . Grafi cul 4 corespunde mişcării 
mobilului care începe din poziţia cu coordonata x’0  şi are 
proiecţia vitezei v4x < 0, adică mobilul se mişcă în sensul 
negativ al axei Ox.

Distanţa parcursă de punctul material în mişcarea rectilinie 
uniformă este egală cu modulul deplasării, deoarece sensul 
mişcării rămîne permanent acelaşi. Avem l = |sx| = |vx|t.

Dacă cunoaşterea grafi cului proiecţiei vitezei permite de-
terminarea deplasării, deci şi a coordonatei, atunci cunoaşterea 
grafi cului coordonatei permite calcularea proiecţiei vitezei. În 
acest scop, determinăm din grafi c variaţia coordonatei (egală 
cu proiecţia deplasării) într-un interval oarecare de timp ∆t 
(fi g. 1.31), apoi calculăm:

x =  . (1.12)

Din aceeaşi fi gură observăm că această mărime este raportul catetei opuse la cateta 
alăturată unghiului , adică un raport asemănător celui care defi neşte tangenta unghiului. 
Aceasta însă este o mărime adimensională, în timp ce raportul catetelor triunghiului din 
fi gura 1.31 reprezintă o mărime dimensională şi se măsoară în unităţi de viteză (m/s). De 
aceea trebuie să fi m atenţi la utilizarea în asemenea cazuri a noţiunii de tangentă, subliniind 
că egalitatea mărimilor în cauză este doar numerică.

Fig. 1.29

Fig. 1.30

Fig. 1.31
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PROBLEMĂ REZOLVATĂ

În fi gura 1.32 sînt reprezentate grafi cele mişcării pentru două mo-
bile. Utilizînd grafi cele:

a) determinaţi intervalele de timp şi distanţele parcurse de mobile 
pînă la întîlnirea lor;

b) determinaţi vitezele mobilelor;
c) scrieţi ecuaţiile mişcării mobilelor;

d) determinaţi distanţa dintre mobile la ∆t = 4 s după întîlnire.

  REZOLVARE 
a) Punctul de intersecţie al grafi celor corespunde întîlnirii mobilelor, 

adică aceasta are loc la momentul de timp tînt = 6 s  în punctul cu 

coordonata xînt = 8 m. Mobilul 1 începe mişcarea sa din punctul 
cu coordonata x01= 5 m la momentul t01= 0, deci pînă la întîlnire 

parcurge distanţa  l1= xînt – x01= 3 m în timpul ∆t1 = tînt – t01 = 6 s. Mobilul 2 începe să se deplaseze 

la momentul t02 = 2 s din origine:  x02 = 0. Pînă la întîlnire el parcurge distanţa l2 = xînt – x02 = 8 m 

în timpul ∆t2 = tînt – t02 = 4 s.

b) Vitezele ambelor mobile sînt orientate în sensul pozitiv al axei Ox: 

v1 =  = 0,5 m/s şi v2 =  = 2 m/s.

c) Ecuaţia mişcării mobilului 1 se obţine din expresia generală x = x0 + vxt, în care se sub-
stituie valorile obţinute mai sus: x1 = x01+ v1t = 5 + 0,5t. Cel de-al doilea mobil începe să 
se deplaseze din origine (x02 = 0) cu t02 = 2 s mai tîrziu decît primul, ecuaţia mişcării lui 
fiind x2 = v2 (t – t02) = 2(t –2). În această expresie se pot substitui doar valorile t >_ 2 s.

d) Distanţa dintre mobile d = |x1 – x2| = |5 + 0,5 t – 2 (t – 2)| = |9 – 1,5 t|. Intervalul de timp 

∆t  = 4 s după întîlnire corespunde momentului de timp t1 = tînt  + ∆t = 10 s. Distanţa d la 
acest moment: d = 6 m.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

1. Care mişcare a mobilului este numită rectilinie uniformă?

2. Ce se numeşte viteză a mobilului în mişcare rectilinie uniformă?

3. Cum se defi neşte mişcarea rectilinie uniformă prin noţiunea de viteză?

4. Cum poate fi  determinată proiecţia deplasării mobilului în mişcare rectilinie uniformă cînd 
este cunoscut grafi cul vitezei?

5. Ce indică vitezometrul automobilului: proiecţia vitezei sau modulul ei?

6. Un automobil care se mişcă rectiliniu uniform cu viteza v1 = 54 km/h a parcurs în t1 = 10 s o 
distanţă egală cu cea parcursă de un motociclist în t2 = 12 s. Care este viteza motociclistului, 
considerînd mişcarea lui, de asemenea, rectilinie uniformă?

7. Un tren cu lungimea l = 160 m traversează un rîu pe un pod cu lungimea L = 290 m. Cît timp 
durează mişcarea trenului pe pod cu viteza constantă v = 18 km/h?

8. Un mobil se mişcă rectiliniu uniform. La momentul t1 = 2 s coordonata lui x1 = 5 m, iar la 
momentul  t2 = 4 s coordonata devine egală cu x2 = 2 m. Scrieţi ecuaţia mişcării mobilului.

9. Două mobile se mişcă de-a lungul axei de coordonate Ox conform ecuaţiilor x1 = –3 + 2t  şi 
x2 = 17 – 3 t, în care timpul t este exprimat în s , iar coordonata x – în m. Construiţi grafi cele 
pentru coordonatele şi proiecţiile vitezelor mobilelor; determinaţi momentul întîlnirii lor şi 
distanţele parcurse de ele pînă la întîlnire.

Fig. 1.32
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1.6°  CINEMATICA MIŞCĂRII RELATIVE

Mai sus (par. 1.2, a) s-a menţionat că mişcarea este relativă, adică poate fi  descrisă simul-
tan faţă de mai multe sisteme de referinţă. În acest caz este important să stabilim ce relaţii 
există între caracteristicile mişcării unuia şi aceluiaşi corp în sisteme de referinţă diferite.

De exemplu, un elev se deplasează cu autobuzul. Admitem că el s-a aşezat pe un scaun 
(fi g. 1.33, a). Faţă de autobuz elevul se afl ă în repaus, dar faţă de staţia de autobuze (de 
Pămînt) el se mişcă împreună cu autobuzul. Astfel, acest elev faţă de un referenţial se afl ă 
în repaus, iar faţă de altul se mişcă. De aceea se spune că starea de repaus este relativă 
şi depinde de alegerea referenţialului. Deplasarea elevului faţă de referenţialul legat de 
autobuz (referenţialul mobil) este nulă s1 = 0, iar deplasarea sa s 

 
faţă de referenţialul 

legat de Pămînt (referenţial considerat convenţional fi x) devine egală cu deplasarea s→2  a 
autobuzului, adică

 s→ = s→2  pentru s→1
 = 0. (1.13)

O altă situaţie: elevul intră în autobuz prin uşa din spate şi trece pînă la uşa din faţă 
în timp ce autobuzul se mişcă. După cum se observă din fi gura 1.33, b, deplasarea s→  a 
elevului faţă de Pămînt este egală cu deplasarea sa s→1  faţă de autobuz plus deplasarea  s→2   

a acestuia:

s→ =  s→1
 + s→2 . (1.14)

Deplasările elevului în raport cu cele două 
referenţiale sînt diferite, deci ele sînt relative, 
adică dependente de referenţialul ales.

Dacă însă elevul intră în autobuz prin uşa 
din faţă şi se deplasează spre partea din spate a 
lui, relativitatea mişcării este şi mai evidentă: în 
raport cu autobuzul elevul se deplasează într-un 
sens (în sensul deplasării sale  s→1 ), iar în raport cu 
Pămîntul în sens contrar (şi cu spatele înainte!). 
Din fi gura 1.33, c observăm că şi în acest caz 
deplasările corpurilor satisfac relaţia (1.14).

Corpurile din exemplele de mai sus se mişcau 
în aceeaşi direcţie. Să examinăm acum un caz 
cînd ele se mişcă în direcţii diferite: pe suprafaţa 
apei unui rîu se deplasează simultan, pornind 
din acelaşi loc, o plută şi o luntre cu vîsle, aceasta 
ţinînd cursul său perpendicular pe direcţia 
curentului de apă (fi g. 1.34). Pluta şi luntrea sînt 
antrenate în mişcare de curentul de apă la fel, 
rămînînd permanent pe o direcţie perpendiculară faţă de curentul de apă. În timpul în care 
luntrea ajunge la malul opus al rîului, aceasta, ca şi pluta, s-a deplasat în direcţia curentului 
de apă cu  s→2  . Deplasarea luntrii în raport cu pluta, deci şi în raport cu curentul de apă, este 
egală cu s→1 . Din fi gură observăm că deplasarea s→ 

a luntrii în raport cu malul satisface relaţia 
s→ = s→1 + s→2  , obţinîndu-se din nou relaţia (1.14).

Fig. 1.33

Fig. 1.34
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Mişcarea corpului faţă de sistemul mobil şi caracteristicile acesteia sînt numite rela-
tive: deplasare relativă, viteză relativă. 
Mişcarea corpului şi caracteristicile ei în raport cu sistemul de referinţă considerat 
fi x sînt numite absolute: deplasare absolută, viteză absolută. 
Mişcarea corpului cauzată numai de mişcarea sistemului mobil este numită mişcare 
de transport şi, respectiv, caracteristicile ei: deplasare de transport, viteză de transport. 
Din aceste defi niţii reiese că pentru a evidenţia mişcarea de transport şi a determina carac-

teristicile ei, este necesar să ne imaginăm corpul în repaus faţă de referenţialul mobil.
În aceşti termeni relaţia (1.14) se enunţă astfel:

Deplasarea absolută a corpului este egală cu suma deplasării relative şi a celei de transport.
Aceasta este legea compunerii deplasărilor.
La prima vedere, relaţia (1.14) este identică cu relaţia (1.5). În ambele cazuri se adună 

vectorii deplasare. Dar în relaţia (1.5) se adună vectorii deplasare ai corpului pentru in-
tervale succesive de timp ∆ t1 şi ∆ t2, obţinîndu-se deplasarea corpului în întreg intervalul 
de timp (∆ t = ∆ t1 + ∆ t2). În relaţia (1.14) însă fi gurează deplasări ale corpului în unul şi 
acelaşi interval de timp, dar faţă de referenţiale diferite, şi deplasarea corpului condiţionată 
de mişcarea referenţialului mobil.

Considerăm că mişcarea relativă a corpului şi cea a referenţialului mobil sînt rectilinii şi 
uniforme. Atunci şi mişcarea în raport cu referenţialul fi x este rectilinie şi uniformă.

Notăm cu ∆ t durata mişcării (timpul este absolut, deci durata ∆ t este aceeaşi în ambele 
sisteme de referinţă). Împărţind termenii relaţiei (1.14) la ∆ t, obţinem 

 . (1.15)

Mărimea v→ =  constituie viteza absolută (în raport cu referenţialul fi x), v→1 =  este 

viteza relativă (în raport cu referenţialul mobil) şi  v→2 =  – viteza de transport, adică viteza 

pe care o are corpul datorită mişcării referenţialului mobil.
Relaţia (1.15) ia forma

→ = →1
 + →2

 . (1.16)

Viteza absolută a mobilului este egală cu suma vitezei relative şi a celei de transport.
Aceasta este legea compunerii vitezelor.
Astfel, nu numai deplasarea mobilului, ci şi viteza lui este o caracteristică relativă, 

dependentă de sistemul de referinţă ales.
Legea exprimată de relaţia (1.16) este cunoscută, de asemenea, ca legea compunerii 

vitezelor în mecanica clasică. Ulterior veţi afl a că ea rămîne valabilă la viteze mult mai mici 
decît viteza luminii în vid c şi că la viteze comparabile cu c este înlocuită cu o lege generală 
de compunere a vitezelor, care la viteze mici în comparaţie cu c trece în legea (1.16).

PROBLEMĂ REZOLVATĂ
Un  sportiv traversează un rîu cu lăţimea L în direcţie perpendiculară pe mal. El ajunge în punctul 
B de pe malul opus, situat vizavi de locul de plecare, apoi se reîntoarce la acesta. A doua oară 
sportivul înoată în sens opus curentului de apă (în amonte) la o distanţă egală, de asemenea, 
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cu L, după care se întoarce la locul iniţial. În ce caz sportivul a consumat un timp mai mare şi de cîte 

ori? Viteza sportivului în apă stătătoare v1 = 0,90 m/s, viteza de curgere a apei din rîu v2 = 0,54 m/s.

  REZOLVARE 
Reprezentăm în fi gura 1.35 poziţia iniţială A, poziţia B de pe malul opus al rîului şi 
poziţia  C  în amonte. Distanţele AB = AC = L. La traversarea rîului din A în B şi înapoi, 

viteza v→1 a sportivului în raport cu apa trebuie să fi e orientată sub un anumit unghi 

faţă de această direcţie, astfel încît viteza v→ 
a lui faţă de mal să fi e perpendiculară 

pe acesta. Din fi gură observăm că  v = . Deci timpul deplasării din A în B 

şi înapoi este egal cu t1 = . Viteza sportivului faţă de mal la deplasarea lui din A în C 

este egală cu (v1– v2), iar la deplasarea din C  în A – cu (vv1 + vv2). 

Timpul total în acest caz: t2 = . Calculăm 

raportul timpilor:  = 0,8, de unde 

obţinem t2 = 1,25 t1.

Astfel, în cel de-al doilea caz sportivul are nevoie de un interval 
de timp de 1,25 ori mai mare decît în primul caz.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

1. Cînd caracteristicile mişcării sînt numite absolute? Dar de transport?

2. Cum se formulează legea compunerii vitezelor?

3. Cum se explică faptul că în majoritatea cazurilor sateliţii sînt lansaţi dinspre vest spre est (vezi 
fi g. 1.5)?

4. Viteza unui biciclist v1 = 12 m/s, iar viteza vîntului ce-i sufl ă în faţă este v2 = 4 m/s, ambele 
viteze fi ind considerate în raport cu pămîntul. Determinaţi viteza vîntului în raport cu biciclistul.

5. Viteza de curgere a apei din rîu v1 = 1,2 m/s. O luntre cu motor se deplasează în amonte  (în 
sens contrar curentului de apă) cu viteza v2 = 3 m/s faţă de mal. Cu ce viteză se mişcă luntrea 
în aval (în sensul curgerii apei)? Regimul de funcţionare a motorului luntrii în ambele cazuri 
este acelaşi.

6. Pe două linii paralele de cale ferată se deplasează în acelaşi sens două trenuri: un marfar cu 
lungimea L = 640 m, cu viteza v1 = 36 km/h şi un tren de pasageri cu viteza v2 = 64,8 km/h. 
Determinaţi intervalul de timp în care pasagerul vede marfarul atunci cînd acesta este depăşit 
de trenul de pasageri.

7. O scară rulantă urcă o persoană afl ată în repaus în timpul t1 = 1 min. Pe scara imobilă persoana 
urcă în t2 = 3 min. În cît timp ea va urca mişcîndu-se pe scara cu trepte mobile?

8. Un sportiv trece înot un rîu în direcţie perpendiculară pe mal cu viteza v = 0,5 m/s faţă de 

acesta. Determinaţi viteza de curgere a apei din rîu dacă se ştie că ea este de ori mai mică 
decît viteza sportivului în raport cu apa.

9. O luntre traversează un rîu cu lăţimea L = 60 m , viteza ei faţă de apă fi ind perpendiculară pe 
direcţia curentului de apă. Ştiind că viteza luntrii în apă stătătoare este egală cu v1 = 3 m/s, 
iar viteza curentului de apă – cu v2 = 1 m/s, să se determine:

a) viteza luntrii faţă de mal;
b) distanţa cu care a fost deplasată luntrea de curentul de apă;
c) modulul deplasării luntrii faţă de malul rîului.

Se dă: 

v1 = 0,90 m/s,

v2 = 0,54 m/s

 – ?

Fig. 1.35
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1.7  MIŞCAREA  RECTILINIE  UNIFORM  VARIATĂ.  ACCELERAŢIA

a. Mişcarea rectilinie neuniformă. Viteza medie. Viteza momentană 

În viaţa cotidiană întîlnim rar corpuri ce se mişcă rectiliniu uniform. În majoritatea cazurilor 
ele efectuează deplasări diferite în intervale de timp egale, adică mişcările lor sînt neuniforme. 
De exemplu, autobuzul care porneşte din staţie efectuează în prima secundă o deplasare mai 
mică decît în secunda a doua, iar în a doua – o deplasare mai mică decît în a treia. Un auto-
mobil care frînează efectuează în ultima secundă o deplasare mai mică decît în penultima etc.

Pentru a caracteriza mişcarea rectilinie neuniformă a mobilului şi pentru a compara 
mişcările neuniforme ale diferitor mobile, se introduce noţiunea de viteză medie. Admitem 
că deplasarea mobilului într-un interval de timp Δt = t2– t1 este egală cu ∆s→.  

Mărimea fi zică egală cu raportul dintre deplasare şi intervalul de timp corespunzător 
se numeşte viteză medie a corpului în acest interval de timp. 

v→med = . (1.17)

Vectorul viteză medie are direcţie şi sens comune cu deplasarea corpului, adică este 
orientat de-a lungul dreptei ce prezintă traiectoria sa.

Viteza medie caracterizează mişcarea mobilului în întreg intervalul de timp (t2–t1). 
Cunoaşterea ei nu permite determinarea deplasării mobilului într-o anumită porţiune a 
acestui interval, de exemplu, în prima treime a lui. Mărimea care permite o descriere mai 
detaliată a mişcării neuniforme este viteza mobilului la un moment dat, numită viteză 
momentană sau instantanee.

Considerăm un exemplu concret: un motociclist se deplasează pe o porţiune rectilinie 
de şosea. Se cere să se determine viteza instantanee a lui la momentul trecerii pe lîngă borna 
kilometrică, mai exact a unui punct, de exemplu, al axului roţii din faţă, la momentul cînd 
trece prin planul din faţă P al bornei (fi g. 1.36).

Admitem că în intervalul de timp ∆t1 motociclistul a ajuns din poziţia A1 în B1 efectuînd 

deplasarea ∆s→1. Viteza medie a lui în acest interval v→med 1=  . Luăm un interval mai mic ∆t2, 

deplasarea mobilului este mai mică şi egală cu ∆s→2 , iar viteza medie în acest interval: v→med 2=  .
v→med 2 diferă de viteza v→med 1. Unor intervale de timp din 
ce în ce mai mici ∆t3>∆t4>∆t5… le corespund deplasări 
din ce în ce mai mici  ∆s→3, ∆s→4, ∆s→5... şi viteze medii:

v→med 3=  , v
→

med 4=  , v→med 5= ∆s→5

∆t5

 ... .

Calculînd viteza medie la intervale  tot mai mici, 
vom obţine  valoarea vitezei momentane.

Notînd cu ∆s
 
o deplasare destul de mică a mobi-

lului şi cu ∆t intervalul de timp corespunzător, afl ăm 
viteza momentană a mobilului:

 → 
 = . (1.18)

Cu cît intervalul de timp ∆t este mai mic, cu atît acesta se apropie tot mai mult de un 
moment de timp, iar viteza medie pe acest interval se apropie de viteza momentană.

S
2

S4

S1

S5

S3

Fig. 1.36
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În cazul mişcării rectilinii neuniforme, viteza momentană, care ulterior va fi  numită viteză, 
ia valori diferite pentru momente de timp diferite, adică este o funcţie de timp:

 → 
 = → (t). (1.19)

Ea creşte în modúl atunci cînd mobilul începe mişcarea sa şi scade cînd acesta frînează.
În situaţia unei traiectorii arbitrare a mişcării mobilului (fi g. 1.23), viteza lui momentană 

reprezintă raportul dintre variaţia în timp ∆r
→ 

a vectorului de poziţie şi intervalul respectiv 

de timp ∆t, adică v→ 
=  (se consideră că intervalul de timp tinde către zero).

Observaţie. În cazul în care mobilul se mişcă în unul şi acelaşi sens, modulul deplasării 
lui este egal cu distanţa parcursă │  s→ │= l , astfel pentru modulul vitezei medii avem

 med =  . (1.20)

Dacă însă mobilul se mişcă într-un sens, apoi în sens contrar, atunci modulul deplasării 
devine mai mic decît distanţa parcursă. Dacă mobilul se întoarce în poziţia iniţială, modulul 
deplasării devine nul, deci viteza medie calculată după formula (1.17) este egală cu zero, de 
parcă mobilul nu s-ar fi  mişcat pe parcursul acestui interval de timp.

De aceea, atunci cînd mobilul îşi schimbă sensul mişcării, ca în cazul mişcării pe traiec-
torii curbilinii, este mai efi cient a utiliza viteza medie de distanţă. Ea este o mărime scalară 
egală cu raportul dintre lungimea distanţei parcurse şi intervalul de timp corespunzător. 
Expresia respectivă coincide cu relaţia (1.20). Cînd se afi rmă că un autobuz a parcurs traseul 
Chişinău–Orhei cu viteza de 45 km/h, se constată că acesta a parcurs lungimea de 45 km a 
şoselei (traiectoriei) de la Chişinău pînă la Orhei în timp de o oră.

b. Mişcarea rectilinie uniform variată. Acceleraţia

Corpul ce se mişcă rectiliniu uniform are viteză constantă, aceasta fi ind cea mai simplă 
formă de mişcare. Există însă o mişcare rectilinie a corpului, în care viteza lui variază într-un 
anumit mod.

Mişcarea rectilinie a corpului este uniform variată, dacă în orice intervale egale de 
timp variaţia vitezei lui momentane este una şi aceeaşi.
Conform defi niţiei, variaţiile vitezei corpului ∆v→1, ∆v→2, ∆v→3, ... în intervalele de timp egale 

∆t1 = ∆t2 = ∆t3 = ... satisfac condiţia ∆v→1 = ∆v→2 = ∆v→3 = ... . De asemenea, dacă divizăm unul 
dintre intervalele ∆ti în mai multe intervale mai mici egale, atunci fi ecărui interval mai mic îi 
corespunde o variaţie a vitezei tot de atîtea ori mai mică faţă de variaţia vitezei în intervalul ∆ti.

Din cele expuse mai sus rezultă egalitatea raporturilor  ... = const.

Acest raport, constant pentru mişcarea dată, este numit acceleraţie (în latină acceleratio 
„a grăbi”):

a→= . (1.21)

Unitatea pentru acceleraţie în SI este [a→] =  =  = .

Acceleraţia este mărimea fi zică ce caracterizează rapiditatea variaţiei vitezei mobi-
lului. Acceleraţia mobilului în mişcare rectilinie uniform variată este o mărime 
constantă: a→= const.
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Viteza mobilului în mişcarea rectilinie uniformă 
rămîne constantă, deci variaţia ei, ca şi acceleraţia mo-
bilului, este nulă. Astfel, mişcarea rectilinie uniformă 
este mişcarea cu acceleraţie nulă. Considerăm mişcarea 
rectilinie uniform variată a unui mobil. Orientăm axa de 
coordonate Ox în direcţia mişcării (fi g. 1.37). Admitem că 
la momentul iniţial t0 = 0 mobilul ocupa poziţia M0 cu coordonata x0 şi avea viteza iniţială 
v→ 0, iar la momentul t ocupă poziţia M cu coordonata x şi are viteza v→. Deci în intervalul 
de timp ∆ t = t – t0 = t, viteza mobilului s-a modifi cat cu ∆v→ = v→– v0

→
. Acceleraţia lui este

a→=  =  , (1.22)

de unde exprimăm viteza mobilului la momentul t: 

 → = →0
 
+ a
→

t. (1.23)

Pentru proiecţia vitezei pe axa Ox (fi g. 1.37) avem

  x = 0x+ axt. (1.24)

Aceasta este ecuaţia vitezei în mişcarea rectilinie uniform variată.
Din aceste relaţii observăm că viteza mobilului în mişcare rectilinie uniform variată este o 

funcţie liniară de timp. În cazul în care proiecţiile vitezei v0x şi ale acceleraţiei ax au acelaşi semn, 
proiecţia vx creşte în modúl cu timpul, dacă însă ele au semne opuse, proiecţia vx descreşte. În 
primul caz mişcarea este numită accelerată, în cazul al doilea încetinită.

c. Grafi cele proiecţiilor acceleraţiei şi vitezei

Proiecţia acceleraţiei mobilului în mişcare rectilinie uni-
form variată este constantă ax = const. Grafi cul ei reprezintă 
o dreaptă paralelă cu axa timpului (fi g. 1.38). Din fi gură 
observăm că grafi cul 2 corespunde mişcării cu o acceleraţie 
mai mare decît cea din mişcarea reprezentată de grafi cul 1: 
a2x  > a1x. Grafi cul 3 corespunde mişcării uniform variate cu 
proiecţia negativă a acceleraţiei  (a3x < 0), adică orientate în 
sens contrar sensului pozitiv al axei Ox.

Grafi cul proiecţiei vitezei vx ca funcţie liniară de timp (1.24) 
este o linie dreaptă. În fi gura 1.39 sînt reprezentate diferite 
grafi ce posibile. Grafi cul 1 reprezintă mişcarea rectilinie 
uniform variată cu viteza iniţială v0x şi acceleraţia a1x, am-
bele proiecţii fi ind pozitive, adică vectorii corespunzători 
sînt orientaţi în sensul pozitiv al axei Ox. Grafi cul 2 redă 
mişcarea cu aceeaşi viteză iniţială ca în mişcarea 1, dar cu 
acceleraţie mai mare: a2x > a1x, deoarece viteza creşte mai 
repede. Grafi cul 3, paralel cu grafi  cul 1, reprezintă o mişcare 
cu viteza iniţială nulă şi acceleraţia a3x = a1x. Viteza corpului 
în mişcările reprezentate de grafi cele 1, 2 şi 3 creşte cu timpul, 
adică mişcările sînt uniform accelerate.

Grafi cul 4 redă o mişcare uniform variată cu proiecţia 
vitezei iniţiale v’0x > 0 şi cea a acceleraţiei a4x < 0. Cu timpul 

2

3

1

Fig. 1.38

Fig. 1.37

Fig. 1.39

2

3

4

1

5
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viteza mobilului se micşorează, deci mişcarea lui este uniform încetinită. La momentul t4, 
care corespunde punctului de intersecţie a grafi cului 4 cu axa timpului, viteza mobilului a 
devenit nulă, deci el s-a oprit. După aceasta (la t > t4), proiecţia vitezei a devenit negativă, 
corpul se mişcă în sens contrar mişcării iniţiale cu viteză crescîndă în modúl. Astfel, mişcarea 
descrisă de grafi cul 4 este iniţial uniform încetinită, pînă la momentul t4, cînd  trece în 
mişcare uniform accelerată.

Grafi cul 5 corespunde mişcării uniform încetinite în sensul negativ al axei Ox pînă la 
momentul t5, în care viteza mobilului devine nulă, după ce mişcarea lui devine uniform 
accelerată în sensul pozitiv al axei Ox.

Punctele de intersecţie a grafi celor vitezelor pentru diferite 
mobile corespund momentelor de timp la care mobilele au 
viteze egale. De exemplu, mobilele 3 şi 5 au viteze egale la 
momentul t3, 5.

Cunoscînd grafi cul proiecţiei vitezei, se poate determina 
proiecţia acceleraţiei mobilului (fi g. 1.40). Considerăm un 
interval de timp ∆t şi determinăm din grafi c variaţia ∆vx  a 

proiecţiei vitezei în acest interval. Pentru proiecţia acceleraţiei avem ax= . 

Procedeul determinării proiecţiei acceleraţiei pe baza grafi cului vitezei mobilului în 
mişcare uniform accelerată este asemănător cu cel al determinării proiecţiei vitezei mobilului 
în mişcare uniformă conform grafi cului pentru coordonata lui.

d. Legea mişcării uniform variate a mobilului

Pentru a deduce expresia coordonatei mobilului în 
mişcare uniform variată, să examinăm  graficul pentru 
proiecţia vitezei (fig. 1.41), amintindu-ne că proiecţia 
deplasării mobilului în această mişcare este numeric egală cu 
aria dreptunghiului format de grafi cul proiecţiei vitezei, axa 
timpului şi ordonatele ce corespund începutului şi sfîrşitului 
intervalului de timp corespunzător (vezi fi g. 1.29).

Spre deosebire de mişcarea rectilinie uniformă, cînd 
proiecţia vitezei rămîne constantă, în mişcarea uniform accelerată proiecţia vitezei mobi-
lului variază pe parcursul intervalului 0 ÷ t de la valoarea v0x pînă la valoarea vx = v0x+ axt.

Pentru a calcula proiecţia deplasării  în acest caz, împărţim imaginar intervalul de timp 
într-un număr mare de porţiuni (intervale) mici ∆t1, ∆t2 … ∆ti , ..., ∆tj … . Deplasarea mo-
bilului în întreg intervalul de timp se egalează cu suma deplasărilor lui în toate porţiunile 
mici în care a fost împărţit acest interval (mişcarea este rectilinie în unul şi acelaşi sens!). La 
calcularea proiecţiei deplasării mobilului pe parcursul unui interval destul de mic de timp 
∆ti  ţinem seama de  faptul că în acest interval variaţia vitezei este mult mai mică decît valoa-
rea ei, ceea ce se vede şi din fi gura 1.41. Dacă neglijăm această variaţie a proiecţiei vitezei, 
atunci mişcarea mobilului pe parcursul intervalului ∆ti poate fi  considerată uniformă cu 
viteza vix. Prin urmare, proiecţia deplasării respective, ∆six, este numeric egală cu aria de 
sub grafi c – cu aria fîşiei haşurate de lăţime ∆ti şi înălţime vix. Proiecţia deplasării mobilului 
într-un alt interval mic ∆tj este numeric egală cu aria fîşiei respective, de altă lăţime ∆tj şi 
de altă înălţime vjx. 

Fig. 1.40

Fig. 1.41
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Însumarea proiecţiilor deplasărilor în toate intervalele mici de timp se reduce la adunarea 

ariilor tuturor fîşiilor, obţinîndu-se, astfel, aria fi gurii de sub grafi c. Figura respectivă este un 

trapez cu bazele egale cu v0x şi (v0x + axt) şi înălţimea egală cu t. Pentru proiecţia deplasării obţinem 

sx=  . t = v0xt+ .

Aceasta este legea mişcării rectilinii uniform variate.
Ţinînd seama de faptul că proiecţia deplasării sx = x – x0 (fi g. 1.37), pentru coordonata 

mobilului avem
x = x0 + 0x t + . (1.25)

Aceasta este ecuaţia mişcării rectilinii uniform variate. În funcţie de semnele proiecţiilor 
v0x şi ax coordonata x şi proiecţia vitezei vx  se pot mări sau micşora.

e. Formula lui Galilei

Rezumînd rezultatele privitor la mişcarea rectilinie uniform variată, pentru proiecţia 
deplasării şi a vitezei mobilului în această mişcare avem relaţiile

 (1.26)

Ecuaţiile de mai sus conţin cinci mărimi: sx, vx, v0x, ax şi t,  permiţînd a determina două 
dintre aceste mărimi cînd sînt cunoscute celelalte trei. În acest mod se rezolvă toate pro-
blemele ce se referă la forma dată de mişcare.  

În unele probleme timpul t nu este cunoscut şi nici nu se cere determinarea lui. În 
astfel de cazuri este utilă folosirea unei relaţii ce se obţine din cele două relaţii (1.26) după 

excluderea din ele a timpului t. Exprimăm din cea de-a doua formulă timpul t =  şi îl 
substituim în prima formulă din (1.26):

sx = vox    
sau  

2
x – 2

0x = 2axsx. (1.27)

Relaţia respectivă este cunoscută ca formula lui Galilei. Ea nu conţine timpul şi permite 
a determina una dintre mărimi cînd sînt cunoscute celelalte trei.

Galileo GALILEI (1564–1642), fi zician şi astronom italian        

A descoperit principiul inerţiei, a stabilit caracterul relativ al mişcării 
mecanice, a formulat principiul clasic al relativităţii şi legea compunerii 
vitezelor. A stabilit legităţile căderii libere, ale mişcării corpului pe planul 
înclinat şi ale oscilaţiilor pendulului.

Cu ajutorul unei lunete confecţionate de el, a descoperit munţii pe 
Lună, patru sateliţi ai planetei Jupiter; a stabilit natura stelară a Căii-
Lactee. A construit un telescop care i-a permis să descopere fazele 
planetei Venus, petele pe Soare.

Galilei a fost adept al sistemului heliocentric al lui Copernic, pentru 
aceasta fi ind persecutat de inchiziţie.
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f .o
 Raportul distanţelor parcurse de mobil în intervale de timp egale

Să analizăm o proprietate deosebită a mişcării uniform accelerate cu viteză iniţială nulă 
(v0x= 0). Presupunem că axa Ox este orientată în sensul vitezei, care în cazul de faţă nu se 

modifi că. Prin urmare, distanţa parcursă este egală cu proiecţia deplasării: l = sx= .
Considerăm intervale de timp, egale fi ecare cu τ, care se succed. Distanţa parcursă de 

corp în primul interval τ este l1= .   

Distanţa parcursă în cel de-al doilea interval τ este egală cu distanţa parcursă în intervalul 
(2τ) de la începutul mişcării minus cea parcursă în primul interval τ, adică 

l2 = .

Distanţa parcursă în cel de-al treilea interval succesiv  de timp egal cu τ coincide cu 
distanţa parcursă în timpul (3τ) minus cea parcursă în timpul (2τ): 

l3 = .

În mod analog, obţinem l4 = 7 , l5 = 9 .

Din aceste expresii rezultă legitatea 

l1 : l2 : l3 : l4 : … = 1: 3: 5: 7: … . (1.28)

În mişcarea rectilinie uniform accelerată cu viteză iniţială nulă, distanţele parcurse de 
mobil în intervale succesive de timp egale se raportă ca numerele impare succesive.
Acest raport al distanţelor poate fi  utilizat la cercetarea mişcării uniform accelerate, în 

particular, folosind cronofotografi erea. Pe aceeaşi fotografi e se obţin imagini ale corpului după 
intervale de timp egale. Practic ea se realizează prin fotografi erea în întuneric a corpului ce se 
mişcă. Obiectivul aparatului de fotografi at rămîne deschis, iar corpul este iluminat cu impul-
suri de lumină de scurtă durată, care sînt orientate asupra lui după intervale de timp egale.

g.
 
Mişcarea corpului pe verticală

Un exemplu de mişcare rectilinie uniform variată este mişcarea 
corpului pe verticală la înălţimi mult mai mici decît raza Pămîntului. 
Mişcarea pe verticală este mişcarea corpului liber lansat vertical în sus, 
mişcarea unui corp în cădere liberă (cu sau fără viteză iniţială, orientată 
vertical în jos ori în sus).

Primul care a cercetat căderea liberă a corpurilor a fost Galileo Gali-
lei. El lăsa corpuri diferite să cadă de pe vestitul turn înclinat de la Pisa 
(fi g. 1.42), comparînd timpii de cădere a acestora (timpul era evaluat 
numărînd bătăile inimii sau după volumul de apă ce se scurgea printr-un 
orifi ciu al unui vas). În urma unor multiple experimente, Galilei a ajuns 
la concluzia că toate corpurile cad la fel. 

La prima vedere pare că această concluzie contravine realităţii. Să 
ne amintim de căderea frunzei (fi g. 1.1), analizată la începutul aces-
tui capitol. Ea nu cade pe verticală, aşa cum cade, de exemplu, o bilă 
metalică, pentru că mişcarea frunzei este infl uenţată puternic de aer, Fig. 1.42
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de curenţii de aer care o pot ridica. Este deci necesară realizarea unui experiment în care 
ar fi  exclusă infl uenţa aerului.

Luăm tubul Newton – un tub de sticlă lung de circa 1 m avînd în interiorul său o pană, 
o bucăţică de plută şi o alice de plumb. La un capăt al său se afl ă un tubuşor cu robinet, care 
permite evacuarea aerului din tub, apoi închiderea etanşă a acestuia.

În poziţia verticală a tubului corpurile se afl ă la fundul lui. Întoar-
cem tubul cu fundul în sus. Ce observăm? Corpurile cad diferit: prima 
cade alicea, ultima – pana (fi g. 1.43, a). Repetăm experimentul după 
ce aerul este evacuat parţial din tub. Ce se observă la răsturnarea lui? 
Corpurile au căzut în aceeaşi ordine, dar diferenţa dintre timpii de 
cădere a devenit mai mică. La evacuarea aproape totală a aerului se 
observă căderea aproape simultană a corpurilor (fi g. 1.43, b). Astfel, 
presupunerea ce se referă la infl uenţa aerului asupra căderii diferite 
a corpurilor prin el este justifi cată.

Concluzia privind căderea identică a corpurilor pe Pămînt se 
referă nu numai la căderea acestora în vid, dar şi la căderea corpurilor 
din substanţe de densitate mare cu viteze nu prea mari (experimentul 
a confi rmat infl uenţa mult mai slabă a aerului asupra căderii alicei 
de plumb). 

Experimental s-a constatat faptul că un corp, fi ind lăsat să cadă liber, se mişcă uniform 
accelerat. Această acceleraţie, unică pentru toate corpurile, numită acceleraţie gravitaţională, 
este orientată vertical în jos. Pentru a o evidenţia, ea se notează cu g→. Valoarea ei depinde de 
latitudinea geografi că a locului unde se afl ă corpul şi de înălţimea lui deasupra Pămîntului. 

La nivelul mării, acceleraţia gravitaţională ia următoarele valori: la poli 
g = 9,8324 m/s2, la latitudinea de 45

o
 valoarea g = 9,8067 m/s2, iar la ecuator 

g = 9,7805 m/s2. Pentru rezolvarea problemelor se iau valorile indicate în ele: 
g = 9,81 m/s2, g = 9,8 m/s2 sau, pentru a simplifi ca calculele numerice, g = 10 m/s2.

Analizăm o situaţie concretă. Un corp este lansat vertical în sus, de la 
nivelul Pămîntului, cu viteza v→ 

0 . Luăm axa Oy orientată vertical în sus cu 
originea în locul de lansare (fi g. 1.44). Reprezentăm vectorul acceleraţiei 
gravitaţionale g→, orientat vertical în jos, puţin într-o parte de axa de coor-
donate, pentru a nu complica desenul. La această alegere a axei coordonatelor, 
proiecţia acceleraţiei ay = – g, proiecţia vitezei iniţiale v0y = v0, coordonata 
iniţială y0 = 0. Expresiile generale (1.24) şi (1.25) în cazul de faţă iau forma 

y = 0 – gt, (1.29)

y = 0t –  . (1.30)

O mărime specifi că ce caracterizează mişcarea corpului lansat vertical în sus este înălţimea 
maximă la care el urcă. Evident, înălţimea corpului creşte atîta timp cît proiecţia vy este 
pozitivă, adică pînă la momentul în care vy = 0. Astfel, din expresia (1.29) determinăm 
timpul de urcare a corpului: 0 = v0– gtu, de unde

tu =  . (1.31)

Substituind această valoare în (1.30), determinăm înălţimea maximă la care a urcat corpul:

Hmax =  . (1.32)

Fig. 1.43
a)                  b)

Fig. 1.44
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La căderea pe Pămînt, coordonata corpului y = 0. Substituind această valoare în expresia 

(1.30), obţinem ecuaţia pentru timpul total al mişcării: 0 = v0t –  sau t (v0 – ) = 0. 

Ecuaţia are două rădăcini. Prima, t = 0, corespunde momentului lansării. Rădăcina a doua 
exprimă timpul total al mişcării:

tt =  . (1.33)

Comparînd (1.33) cu (1.31), observăm că timpul total este de 
două ori mai mare decît timpul de urcare, deci timpul coborîrii este 
egal cu timpul urcării. Această concluzie poate fi  justă numai pentru 
cazul cînd corpul cade în locul din care a fost lansat.

Considerăm încă un caz: un corp este lansat de la o înălţime 
oarecare h cu o viteză iniţială v→0 orientată vertical în jos. Dacă 
luăm axa de coordonate Oy ca în figura 1.45, a, atunci y0 = h, 
v0y = – v0 şi ay=–g. Expresiile (1.24) şi (1.25) pentru proiecţia vitezei 
şi coordonată iau forma următoare: 

vy = – v0 – gt, y = h – v0 t – .

Coordonata punctului de cădere pe Pămînt este y = 0.
Axa de coordonate O’y’poate fi  luată ca în fi gura 1.45, b. În acest caz y’0 = 0, v0y’ = v0 , a’y = g , 

mişcarea corpului fi ind descrisă de expresiile vy’ = v0 + gt, y’= v0 t + . 

Coordonata punctului de cădere a corpului pe Pămînt y’= h.
În ambele cazuri se obţin aceleaşi valori pentru mărimile calculate. Dacă însă viteza cor-

pului ar fi  orientată nu vertical în jos, ci vertical în sus, atunci în formulele pentru proiecţiile 
vitezei şi pentru coordonate semnele în faţa vitezei v0 ar fi  opuse celor din expresiile de mai sus.

PROBLEME REZOLVATE
  1.  Un mobil parcurge prima treime din distanţă cu viteza v1 = 7,5 m/s, iar restul distanţei – cu 

viteza v2 = 10 m/s. Determinaţi viteza medie a mobilului pe întreaga distanţă.

  REZOLVARE 
Mişcarea mobilului este compusă din două mişcări uniforme: 

pe distanţa l1 = l, unde l este distanţa totală, parcursă de mobil cu viteza 

v1 în timpul t1 =  =  şi pe distanţa l2 = l parcursă cu viteza v2 în timpul 

t2 =  = . Viteza medie pe întreaga distanţă este 

vmed =  =  =  ; vmed = 9 m/s.

  2. Două mobile încep să se mişte de-a lungul unei drepte  dintr-un 
punct al acesteia. Cunoscînd grafi cele pentru  proiecţiile vitezelor 
mobilelor (fi g. 1.46): a) descrieţi calitativ mişcarea mobilelor; 

 b) determinaţi acceleraţiile mobilelor; c) scrieţi expresiile 
pentru proiecţiile vitezelor şi pentru coordonatele mobilelor; 
d) determinaţi momentul de timp cînd mobilele se întîlnesc; 
e) determinaţi distanţele parcurse de mobile pînă la întîlnire.

Se dă: 

v1 = 7,5 m/s,

v2 = 10 m/s,

l1 = l /3,

l2 = 2 l /3

vmed – ?
м/с

с

Fig. 1.46

Fig. 1.45

a)                 b)
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  REZOLVARE 
a) Luăm originea O a coordonatelor în locul în care mobilele se afl au la momentul iniţial de timp (t0 = 0). 

Deci coordonatele iniţiale x01 = x02 = 0. În conformitate cu grafi cul 1 din  fi gura 1.46, mobilul 1 
se mişcă uniform accelerat cu viteză iniţială, în sensul pozitiv al axei Ox. Mobilul 2 se mişcă 
uniform încetinit în sensul negativ al axei Ox  pînă la momentul t1 = 4 s, cînd viteza lui devine 
nulă, adică el se opreşte. După aceasta mobilul 2 se mişcă uniform accelerat în sensul pozitiv 

al axei Ox , viteza sa creşte şi la momentul t2 = 10 s devine egală cu viteza mobilului 1, apoi 
o depăşeşte. Astfel, pînă la momentul t2 = 10 s mobilele se îndepărtează unul de altul, după 
care se apropie pînă la întîlnirea lor.

b) Variaţia vitezei primului mobil în intervalul de timp de la  t0 = 0  pînă la  t1 = 4 s  este egală cu 

∆v1x = 1 m/s. Prin urmare, proiecţia acceleraţiei lui  a1x =  = 0,25 m/s2. În acelaşi interval de 

timp proiecţia vitezei mobilului 2 variază de la (– 3) m/s pînă la 0, adică  ∆v2x = 0 – (– 3)  =

= 3 m/s, deci acceleraţia acestuia a2x =  = 0,75 m/s2. 

c) Vitezele iniţiale ale mobilelor au proiecţiile v10 x = 2 m/s şi v20 x = –3 m/s. În conformitate cu 
formula (1.24), proiecţiile vitezelor sînt:  v1x = 2 + 0,25 t  şi  v2x = – 3 + 0,75 t. Coordonatele 
iniţiale ale mobilelor sînt egale cu zero, astfel, în acord cu (1.25), pentru valorile lor la orice 

moment de timp putem scrie:  x1 = 2t + 0,25   şi  x2 = – 3t + 0,75 .

d) La momentul întîlnirii mobilele au coordonate egale: x1 = x2. Egalînd coordonatele, obţinem 
pentru timpul t ecuaţia: t (5–0,25 t) = 0. Această ecuaţie are două rădăcini: prima dintre ele 
t0 = 0 corespunde momentului iniţial cînd mobilele se afl au în origine; rădăcina a doua t3 =20 s 
corespunde momentului întîlnirii lor.

e) Din expresiile pentru coordonate obţinem valoarea lor la momentul întîlnirii x1 = x2 = 
= 90 m. Primul mobil nu-şi schimbă sensul mişcării şi distanţa parcursă de el este 
egală cu modulul variaţiei coordonatei: l1 = x1 – x0 = 90 m. Pentru a determina 
distanţa parcursă de mobilul 2 pînă la întîlnire, trebuie să se ţină seama de faptul că 
el mai întîi s-a mişcat în sensul negativ al axei Ox. La momentul opririi sale (t1 = 4 s),
mobilul avea coordonata x2 = – 6 m. Astfel, mobilul 2 a parcurs în sensul negativ al axei Ox o 
distanţă egală cu 6 m, apoi această distanţă în sens invers pînă la origine şi încă 90 m pînă la 
locul întîlnirii. Deci mobilul 2 a parcurs pînă la întîlnire distanţa l2 = (2 ∙ 6 + 90) m = 102 m.

3.  Un corp lansat vertical în sus de la suprafaţa Pămîntului se afl ă la înălţimea h = 58,8 m de două 
ori, cu un interval de timp ∆t = 4 s. Să se determine înălţimea maximă atinsă de corp şi viteza 
cu care acesta a fost lansat. Se va lua g = 9,8 m/s2.

  REZOLVARE 
La înălţimea h corpul se afl ă pentru prima dată urcînd, a 
doua oară coborînd (fig. 1.47) după un interval de timp 
∆t. Astfel, în timpul  ∆t corpul urcă de la înălţimea h pînă 

la Hmax şi apoi coboară de la Hmax pînă la h. De oarece 
timpul urcării este egal cu timpul coborîrii, rezultă că 

în timpul  corpul parcurge în cădere liberă distanţa 

(Hmax – h). Viteza iniţială fiind nulă, avem (Hmax – h) = 

= , de unde exprimăm înălţimea maximă  Hmax = h + ; 

Hmax = 78,4 m. Viteza iniţială poate fi  determinată mai simplu, utilizînd formula 

lui Galilei: v2
y – v2

0y = 2 ay sy. Din fi gura 1.47 avem: vy = 0, v0y = v0 , ay = – g şi 

sy = Hmax . Formula lui Galilei pentru acest caz ia forma: 0 – v2
0 = 2(– g)Hmax , de 

unde viteza iniţială v0= 2  ; v0= 39,2 m/s. Fig. 1.47

Se dă: 

h = 58,8 m,

∆t = 4 s,

g = 9,8 m/s2

Hmax – ?, v0 – ?
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ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

’1. Ce este viteza medie a unui corp?

’2. Cum se defi neşte viteza momentană?

’3. Care viteză este indicată de vitezometrul automobilului: cea medie sau cea momentană?

’4. În care mişcare viteza momentană a corpului este permanent egală cu cea medie? Argumentaţi.

’5. Care mişcare se numeşte rectilinie uniform variată?

’6. Cum se defi neşte acceleraţia mobilului? Ce caracterizează ea?

’7. Ce prezintă grafi cul proiecţiei vitezei mobilului în mişcare uniform accelerată?

’8. Poate oare mobilul să posede acceleraţie la momentul în care viteza momentană a lui este 
nulă? Ilustraţi cu exemple.

’9. Cum poate fi  determinată proiecţia acceleraţiei mobilului ce se 
mişcă rectiliniu uniform variat, fi ind cunoscut grafi cul proiecţiei 
vitezei lui?

10. Dacă este cunoscut grafi cul proiecţiei vitezei unui mobil ce se 
mişcă rectiliniu uniform variat, cum poate fi  determinată proiecţia 
deplasării lui?

11.o Stabiliţi relaţia (1.28) cunoscînd grafi cul vitezei corpului în funcţie 
de timp pentru mişcarea uniform accelerată a vitezei iniţiale nule. 
Consultaţi fi gura 1.48.

12.  Cum poate fi  determinat timpul ridicării unui corp lansat vertical în sus?

13. Cum poate fi  determinată înălţimea maximă la care se ridică un corp lansat vertical în sus?

14. Un corp se mişcă o treime din timp cu viteza v1 = 21 m/s, iar următoarele două treimi din 
timp cu viteza v2 = 30 m/s. Determinaţi viteza medie a corpului.

15. Un mobil a parcurs în timpul t1 = 2s o distanţă l1 = 5 m, apoi în timpul t2 = 3s s-a mişcat 
uniform cu viteza v2 = 5 m/s. Să se determine viteza medie a mobilului în această mişcare.

16. Un biciclist a parcurs 6 km cu viteza de 12 km/h, s-a oprit, apoi ultimii 10 km s-a deplasat cu 
viteza de 10 km/h. Cît timp a durat staţionarea biciclistului, dacă viteza medie a lui pe drumul 
întreg este egală cu 8 km/h?

17. Un motociclist care se deplasa cu viteza v1 = 72 km/h şi-a micşorat viteza pînă la v2 = 54 km/h 
într-un  interval de timp ∆t = 25 s. Care este acceleraţia motociclistului?  Cum este orientată 
ea faţă de viteză?

18. Un automobil ce avea viteza v0 = 7 m/s a început să se deplaseze 

cu acceleraţia a = 0,25 m/s2. Care va fi  viteza lui după ∆t = 20s?

19. În fi gura 1.49 este reprezentat grafi cul proiecţiei vitezei unui corp 
care la momentul iniţial (t = 0) se afl a în originea coordonatelor. 
Determinaţi coordonata corpului la momentul t1 = 10 s, modulul 
deplasării lui şi distanţa parcursă pînă la acest moment.

20. În cît timp un automobil care începe să se deplaseze cu acceleraţia 

a = 0,6 m/s2 parcurge distanţa l = 30 m?

21. Un automobil ce se deplasează cu viteza v0 = 54 km/h frînează şi 
se opreşte după ∆t = 6s de la începutul frînării. Calculaţi distanţa 
parcursă de automobil la frînare.

22. Un schior a coborît în intervalul de timp ∆t = 20 s  o pantă cu lungimea l = 100 m, acceleraţia 

lui fi ind a = 0,3 m/s2. Care era viteza schiorului la începutul şi la sfîrşitul pantei?

23.  Un corp lăsat să cadă liber a atins suprafaţa Pămîntului după t = 6 s. De la ce înălţime a căzut 
corpul şi cu ce viteză a atins suprafaţa Pămîntului?

м/с

с

Fig. 1.49

Fig. 1.48
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24.  O bilă a fost aruncată vertical în sus cu viteza v0 = 49 m/s. După cît timp ea se va afl a la 
înălţimea h = 102,9 m? Comentaţi rezultatul obţinut.

25.  Un corp cade liber de la înălţimea h = 176,4 m. Ce distanţă a parcurs el în ultima secundă 
înainte de a atinge Pămîntul? Dar în penultima?

26.   Un aerostat se ridică vertical în sus uniform, cu viteza v0 = 4,9 m/s. La momentul în care 
aerostatul se afl a la înălţimea h =147 m, din el a fost scăpată o minge. După cît timp şi cu ce 
viteză aceasta va ajunge pe Pămînt?

27.   Două corpuri au fost lansate succesiv din acelaşi loc, vertical în sus, cu un interval de timp 
τ = 1s. Viteza iniţială a fost v0 = 29,4 m/s pentru ambele corpuri. După cît timp de la arun-
carea corpului al doilea ele se vor ciocni?

1.8  MIŞCAREA CIRCULARĂ UNIFORMĂ. 

ACCELERAŢIA CENTRIPETĂ

a. Mişcarea circulară uniformă. Perioada şi frecvenţa de rotaţie

În afară de formele de mişcare rectilinie (uniformă şi uniform 
variată) mai există şi forme de mişcare curbilinie, cea mai simplă 
fi ind mişcarea circulară uniformă.

Prin mişcare circulară a mobilului subînţelegem mişcarea 
lui pe un cerc.

Importanţa studierii acestei mişcări este determinată de doi factori.
În primul rînd, mişcarea circulară este foarte răspîndită. Punc-

tele corpurilor rigide ce se rotesc în jurul axelor fi xe – ale turbinelor 
şi rotoarelor staţiilor electrice, ale osiilor şi roţilor dinţate ale 
strungurilor, ale aripilor morilor de vînt, ale ácelor ceasornicului 
etc. – se mişcă pe cercuri. În al doilea rînd, orice traiectorie curbi-
linie poate fi  prezentată ca una formată din porţiuni mici de arc 
de cerc (fi g. 1.50). De aceea unele dintre afi rmaţiile ce se referă la 
mişcarea circulară sînt valabile şi pentru mişcarea pe o traiectorie 
curbilinie oarecare.

Pentru a determina direcţia vitezei momentane a mobilului ce 
se mişcă pe un cerc, admitem că în intervalul de timp ∆t1 el s-a de-
plasat din poziţia M0 în poziţia M1 (fi g. 1.51). Deplasarea mobilului 

este secanta ∆s→1 =M0M1, iar viteza medie corespunzătoare ∆v→med1 = 

 =  are direcţia acestei secante. Considerăm un interval de 

timp mai mic ∆t2 < ∆t1. La sfîrşitul acestuia, mobilul ocupă o 
poziţie M2 mai aproape de poziţia iniţială M0. Atît deplasarea 

∆s→2, cît şi viteza medie ∆v→med2 =  orientată de-a lungul secantei 

M0M2 au altă direcţie, dar care trece prin aceeaşi poziţie iniţială M0. 
Observăm că la micşorarea intervalului de timp unghiul  dintre 

* În problemele 23–27 se va lua g = 9,8 m/s2.

Fig. 1.50

ср.

ср.

Fig. 1.51

Fig. 1.52
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viteza medie şi raza M0O a cercului se măreşte. Acest unghi  se apropie tot mai mult de 
90o pe măsură ce intervalul ∆t devine tot mai mic. Conchidem că viteza momentană a mo-
bilului este perpendiculară pe raza cercului pe care se mişcă, adică este orientată tangent 
la cerc (fi g. 1.52). 

Acest rezultat este valabil pentru orice mişcare curbilinie – viteza momentană a mobi-
lului este tangentă la traiectorie în punctul ocupat de acesta.

Din fi gura 1.51 observăm, de asemenea, că diferenţa dintre modulul deplasării │∆s→i│ şi 
distanţa parcursă corespunzătoare li (lungimea arcului M0 Mi) se micşorează concomitent 
cu micşorarea intervalului de timp. De aceea pentru modulul vitezei momentane putem scrie 

 =  = , (1.34)

unde intervalul ∆t este foarte mic.

Dacă în orice intervale egale de timp mobilul parcurge distanţe egale, mişcarea 
circulară este uniformă.
Adică, în intervale mici de timp egale ∆t1 = ∆t2 = ∆t3 = … mobilul parcurge distanţe egale 

∆l1 = ∆l2 = ∆l3 = … . În acest caz viteza momentană rămîne constantă în modúl:

v =  =  =  = ...  = const.

Mişcarea mobilului pe un cerc cu viteză constantă în modúl este o mişcare circulară 
uniformă.
Pentru a caracteriza această mişcare, se introduc mărimi specifi ce. Cercul este o linie închisă 

şi mişcarea mobilului se repetă după un anumit interval de timp caracteristic mişcării date. 
De exemplu, vîrful acului minutar după fi ecare 3 600 s  se afl ă în faţa cifrei 3 (sau a altei cifre).

Intervalul minim de timp după care mişcarea mobilului se repetă întocmai, el trecînd 
prin unul şi acelaşi punct al cercului cu o viteză anumită, se numeşte perioadă de 
rotaţie T sau perioadă.
Notăm cu ∆t intervalul de timp în care mobilul efectuează N rotaţii complete în jurul 

centrului cercului, adică parcurge N lungimi ale acestuia. În conformitate cu defi niţia, 
perioada de rotaţie este 

T =  
.
 (1.35)

Mărimea egală cu numărul de rotaţii efectuat într-o unitate de timp este numită  frecvenţă 
de rotaţie v:

v =  . (1.36)

Între frecvenţa de rotaţie şi perioadă există o relaţie:

v =   şi  T = . (1.37)

Unităţile acestor mărimi sînt: [T] = s şi [v] = s–1. 
În tehnică se utilizează mărimea numită turaţie. Ea se notează cu n şi este egală cu 

numărul de rotaţii complete într-un minut. Unitatea pentru turaţie este [n] = .

Noţiunile de perioadă şi de frecvenţă de rotaţie au sens numai dacă mişcarea circulară 
este uniformă.

În cazul rigidului cu axă fi xă de rotaţie, perioada, deci şi frecvenţa de rotaţie, este aceeaşi 
pentru toate punctele lui, adică reprezintă o caracteristică unică pentru rigid. În caz contrar, 
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rigidul s-ar deforma, ceea ce contravine defi niţiei rigidului.
Cunoaşterea razei  r  a cercului descris de mobil şi a perioadei T permite să se calculeze 

viteza mobilului. Într-o perioadă mobilul parcurge o distanţă egală cu lungimea cercului 
l = 2πr, deci viteza lui  

 =  = . (1.38)

Ţinînd seama de relaţia (1.37), pentru viteză putem scrie  

 = 2πvr. (1.39)

Expresiile pentru viteză demonstrează că vitezele punctelor rigidului sînt cu atît mai 
mari, cu cît ele se afl ă la distanţe mai mari de axa de rotaţie.

b. Acceleraţia centripetă

Viteza mobilului în mişcare circulară uniformă, rămînînd constantă în modúl, variază 
după direcţie. Cunoaşteţi că rapiditatea variaţiei vitezei este caracterizată de acceleraţie, 

a cărei defi niţie se dă de expresia (1.21): a→=  . Viteza mobilului în mişcare rectilinie 

uniform variată are direcţie constantă, variază doar modulul ei. În cazul mişcării circulare 
uniforme a mobilului situaţia este inversă: variază direcţia vitezei, modulul ei însă rămîne 
constant. Deci acceleraţia mobilului în acest caz va avea o expresie deosebită de cea din 
mişcarea rectilinie uniform variată.

Considerăm un mobil ce se mişcă cu viteză de modúl constant 
egală cu v pe un cerc de rază r. Admitem că la momentul t0 mobilul 
ocupă poziţia M0 şi are viteza egală cu v→0 , iar la momentul t ocupă 
poziţia M şi are viteza egală cu v→ (fi g. 1.53). Pentru a determina 
variaţia vitezei ∆v→  = v→ – v→0   în intervalul de timp ∆t = t – t0, translăm 
vectorul v→   paralel cu el însuşi, astfel ca originea lui să coincidă 
cu originea vectorului v→ 0  (cu punctul M0). Vectorul diferenţă ∆v→ 
uneşte extremităţile vectorilor v→ 0  şi v→ . Aceşti vectori au module 
egale (│v→0│= │v→ │= v), deci triunghiul M0AB este isoscel. Vectorii 
vitezelor sînt perpendiculari pe razele poziţiilor corespunzătoare 
ale mobilului (v→ 0   |_ M0O  şi  v→  |_ MO), deci unghiul AM0B este egal cu unghiul ∆dintre raze 
(fi g. 1.53). La determinarea acceleraţiei, intervalul de timp ∆t este considerat foarte mic, deci 
şi unghiul ∆este foarte mic. În acest caz arcul M0M poate fi  înlocuit cu secanta M0M, a cărei 
lungime este modulul deplasării, egal cu distanţa parcursă de mobil: M0M = │  s→│= ∆l = 
= v∆t. În această aproximaţie sectorul de cerc M0OM poate fi  considerat un triunghi isoscel. 
Astfel, s-au obţinut două triunghiuri isoscele – M0AB şi OM0M–, care au unghiurile de la vîrf 
egale cu ∆, deci triunghiurile sînt asemenea. Egalăm rapoartele laturilor corespunzătoare: 

 = .

După cum se vede din fi gura 1.53: AB = │∆v→ │, M0A= │v0│, M0M = v∆t şi M0O = r. Egali-
tatea rapoartelor ia forma 

 = .

Fig. 1.53



40

C
A

P
IT

O
L

U
L

 I

De aici exprimăm modulul acceleraţiei:

a =  =  . (1.40)

Acceleraţia are direcţia şi sensul vectorului ∆v→. Din fi gura 1.53 observăm că unghiul 

dintre vectorii  ∆v→  şi v→ 0 este egal cu β = 90
o
+ 


 . Atunci cînd intervalul de timp ∆t este 

foarte mic, unghiul ∆ este şi el foarte mic, deci unghiul β ≈ 90
o
. Prin urmare, pentru in-

tervale ∆t foarte mici vectorul ∆v→  
este perpendicular pe vectorul vitezei v→0 , fi ind orientat 

spre interiorul cercului. Deci vectorul acceleraţiei, translat paralel cu originea în poziţia 
M0 ocupată de mobil, este orientat spre centrul cercului, de aceea acceleraţia mobilului în 
mişcare circulară uniformă se numeşte acceleraţie centripetă. Ea se notează cu ac. Avem 

ac =  .  (1.41)

Pornind de la expresiile (1.38) şi (1.39) pentru viteza mobilului, transcriem expresia 
(1.41) astfel:

ac =  r = 4π2 v2r. (1.42)

Aceste relaţii arată că acceleraţia centripetă a punctului unui corp rigid ce se roteşte este 
direct proporţională cu distanţa dintre punct şi axa de rotaţie.

c. Viteza unghiulară

Să examinăm un solid rigid cu axă fi xă de rotaţie. Admitem că 
rotaţia acestuia este uniformă, adică punctele lui efectuează mişcări 
circulare uniforme. Distanţele parcurse de acestea în unul şi acelaşi 
interval de timp, deci şi vitezele, şi acceleraţiile lor sînt diferite, în 
funcţie de distanţele punctelor de la axa de rotaţie. 

Să luăm două puncte arbitrare, A şi B, ale unui rigid cu axă fi xă de 
rotaţie (fi g. 1.54). Coborîm din aceste puncte perpendicularele AA0  
şi BB0 pe axa de rotaţie. În intervalul de timp ∆t punctul A descrie 
arcul AA’, raza AA0 rotindu-se cu unghiul ∆. În acelaşi timp, punctul 
B descrie un alt arc BB’, dar raza lui BB0 se roteşte cu acelaşi unghi 
∆. Aceasta rezultă din faptul că corpul este rigid şi distanţele dintre 
punctele lui nu se modifi că în timpul mişcării.

Unghiul ∆, unic pentru toate punctele rigidului, este numit unghi de rotaţie sau 
deplasare unghiulară a rigidului.
Pentru a caracteriza rapiditatea rotaţiei rigidului, se introduce noţiunea de viteză 

unghiulară momentană ω ca raport dintre unghiul de rotaţie ∆ şi intervalul foarte 
mic de timp ∆t: ω = 


 . (1.43)

Viteza unghiulară ω caracterizează rotaţia corpului rigid, adică mişcarea circulară a 
tuturor punctelor sale.

Unghiurile de rotaţie se exprimă în radiani (rad) (unghiul central care sprijină un arc 
de lungime egală cu raza cercului), deci viteza unghiulară se exprimă în rad/s. Radianul, ca 
raport al lungimii arcului la rază, este adimensional. La substituirea valorilor concrete ale 
vitezei unghiulare în formule termenul „rad” se omite.

Fig. 1.54
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Putem stabili uşor relaţia dintre viteza unghiulară ω şi perioada T. Într-un interval de 
timp de o perioadă, ∆t = T , unghiul de rotaţie al corpului ∆ = 2π. Substituind aceste valori 
în defi niţia (1.43), obţinem 

ω =  = 2πv, (1.44)

unde s-a ţinut seama de relaţia (1.37).
Pentru a nu confunda viteza unghiulară ω cu viteza v a unui punct al rigidului, ultima 

este numită viteză liniară.
Formula (1.44) permite exprimarea vitezei liniare (1.39) şi a acceleraţiei centripete (1.41) 

prin viteza unghiulară:
v = ωr,  ac = ω2r. (1.45)

Mişcarea circulară uniformă, în care punctele corpului au viteze liniare constante în 
modúl (v = const.), poate fi  defi nită ca rotaţie cu viteză unghiulară constantă (ω = const.).

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

01. Care mişcare se numeşte circulară uniformă?

02. Ce reprezintă traiectoriile punctelor unui rigid cu axă fi xă de rotaţie?

03. Care mişcări sînt numite periodice? Exemplifi caţi.

04. Cum se defi neşte perioada de rotaţie?

05. Care este direcţia vectorului viteză medie a mobilului în mişcare circulară? Dar a celei momentane?

06. Cum este orientată acceleraţia mobilului în mişcare circulară uniformă? Ce unghi formează ea 
cu viteza momentană?

07. Cum se defi neşte viteza unghiulară?  Care este unitatea de viteză unghiulară?

08. Frecvenţa de rotaţie a unui disc de rază r = 0,2 m  este  v = 15 s–1. Determinaţi viteza punctelor 
de la marginea discului.

09. Viteza punctelor de la marginea unui volant, al cărui diametru este d = 0,3 m, are valoarea  
v = 1,57 m/s. Care este perioada de rotaţie a volantului?

10. Care este viteza unui punct de la ecuatorul Pămîntului, datorită rotaţiei diurne a acestuia? Se 
va lua raza Pămîntului R = 6 400 km.

11. Un punct al unui corp ce se roteşte uniform în jurul unei axe fi xe are viteza v1 = 8 m/s, iar 
punctul situat cu d = 0,15 m mai aproape de axă are viteza v2 = 5 m/s. Care este distanţa 
celui de-al doilea punct de la axa de rotaţie?

12. Acul minutar al unui ceasornic este de k = 3 ori mai lung decît acul ce indică secundele. Calculaţi 
raportul vitezelor punctelor situate la capetele acestor ace.

13. Un biciclist parcurge un semicerc de rază r = 60 m a unui traseu cu viteza v = 12 m/s. Care 
este acceleraţia centripetă a biciclistului?

14. Acceleraţia centripetă a unui mobil ce se mişcă pe un cerc cu viteza v1 = 0,6 m/s este  

ac1 = 0,9 m/s2. Care este acceleraţia centripetă a mobilului atunci cînd el se mişcă pe acelaşi 
cerc cu viteza v2 = 0,8 m/s?

15. Două roţi, avînd razele r1 = 5 cm şi r2 = 15 cm, sînt unite printr-o curea de transmisie. Să se 
determine viteza unghiulară a roţii a doua, ştiind că perioada de rotaţie a primei roţi este 
T1 = 0,628 s.

16. Punctul de la marginea discului de rază r = 0,2 m, ce se roteşte uniform, are acceleraţia 

centripetă ac = 1,8 m/s2. Care este viteza unghiulară a discului?

17. Un punct al unui corp care se roteşte are viteza v = 3,2 m/s şi acceleraţia centripetă ac = 25,6 m/s2. 
Determinaţi viteza unghiulară a corpului şi distanţa dintre punctul considerat şi axa de rotaţie.
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1.9o   MIŞCAREA  CORPURILOR  PE  TRAIECTORII  PARABOLICE

O formă de mişcare curbilinie o constituie şi mişcarea punctului material lansat sub un 
unghi faţă de orizontală. Admitem că punctul material este lansat de la suprafaţa Pămîntului 
cu viteza v→0 , care formează un unghi  cu orizontala. Luăm sistemul de coordonate cu 
originea O în locul de lansare, cu axa Ox orizontală şi cu axa Oy verticală, astfel încît viteza 
iniţială v→0 să se afl e în planul de coordonate xOy (fi g. 1.55).

Acceleraţia corpului este egală cu acceleraţia gravitaţională g
→

, orientată vertical în jos. 
Astfel, proiecţiile acceleraţiei corpului pe axele de coordonate sînt 

ax = 0,  ay = –g. (1.46)

Pentru a analiza mişcarea corpului în planul xOy după 
lansare, vom descompune această mişcare în două mişcări 
componente de-a lungul celor două axe de coordonate, Ox şi 
Oy (fi g. 1.55).

Prima relaţie (1.46) arată că mişcarea corpului în 
direcţia axei Ox este o mişcare uniformă. Viteza corpu-
lui vx în această direcţie rămîne constantă şi egală cu 
viteza sa iniţială vx = v0x= v0 cos  (fi g. 1.55). 

La momentul iniţial coordonata x0 = 0, deci pentru coordonata x a mobilului putem 
scrie în acord cu formula (1.11) pentru mişcarea rectilinie uniformă: x = vxt = v0t · cos .

Mişcarea în direcţia axei Oy este o mişcare a corpului lansat vertical în sus din origine 
cu viteza iniţială v0y=v0 sin  (fi g. 1.55). Substituind această valoare în formulele (1.29) şi 
(1.30), obţinem 

vy = v0 sin  – gt ,

y = v0t sin  –  .

Astfel, în cazul unui corp lansat din originea coordonatelor cu viteza v→0, care formează 

un unghi  cu orizontala, avem expresiile următoare:
1) pentru proiecţiile vitezei: 

x = 0 cos  , (1.47)

y = 0 sin  – gt; (1.48)

2) pentru coordonate: 
x = 0t cos  , (1.49)

y = 0t sin  –  . (1.50)
 
În primul rînd, stabilim forma traiectoriei corpului. Pentru a obţine ecuaţia ei, eliminăm 

timpul din ecuaţiile (1.49) şi (1.50). Avem t =  , apoi

y = tg · x –  x2. (1.51)

Aceasta este ecuaţia unei parabole avînd ramurile orientate în jos (coefi cientul de pe 
lîngă x2 este negativ). Punctele de intersecţie ale parabolei cu axa Ox (fi g. 1.56) se determină 

din condiţia y = 0. Obţinem două valori:  x1 = 0 şi x2 = . Prima valoare indică 

0

0

0

Fig. 1.55
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faptul că lansarea corpului are loc din originea coordonatelor prin care trece parabola. A 
doua valoare exprimă distanţa parcursă de mobil pe orizontală pînă la căderea pe Pămînt 
(fi g. 1.56), numită bătaie:

L =  =  . (1.52)

Această expresie arată că la viteza dată v0 bătaia maximă este atinsă atunci cînd unghiul 

 =  (deci sin 2 = 1).  Avem Lmax  = .

Un alt punct caracteristic al parabolei este vîrful ei. 
După cum se vede din fi gura 1.56, coordonata ym  a aces-
tui punct este înălţimea maximă Hmax  atinsă de corp, iar 
coordonata xm  este distanţa pe orizontală a acestui punct 
de la locul de lansare. Valorile acestor coordonate pot 
fi  calculate în baza condiţiei că la înălţimea maximă viteza 
corpului pe verticală vy este nulă, vy = 0, condiţie folosită 
şi la determinarea înălţimii maxime a corpului lansat 
vertical în sus. Substituind vy = 0 în (1.48), obţinem 
timpul de urcare:

tu =  , (1.53)

apoi din (1.50) înălţimea maximă:

Hmax  =  . (1.54)

Pentru coordonata xm din (1.49) şi (1.53) avem xm =  =  , ceea ce arată că 
parabola este simetrică faţă de dreapta x = xm.

Timpul total de zbor tt se obţine din expresia (1.50) în care substituim coordonata 
punctului de cădere y = 0:

tt =  , (1.55)

adică timpul total de zbor este de două ori mai mare decît timpul de urcare (1.53).
Substituind timpul (1.55) în expresia (1.49) a coordonatei x, obţinem pentru bătaie 

expresia (1.52).
Unghiul  =  corespunde cazului particular al corpului lansat vertical în sus, 

iar formulele (1.53)–(1.55) trec în formulele (1.31)–(1.33) obţinute pentru acest caz 
particular.

Expresiile (1.47) şi (1.48) permit determinarea modulului vitezei corpului la orice mo-
ment de timp:

v =  (1.56)

şi a unghiului β format de viteză cu orizontala. După cum se vede din fi gura 1.56:

tg β =  =  . (1.57)

Ţinînd seama de expresia (1.53) pentru timpul de urcare tu , observăm că tg β > 0 pentru  
t < tu şi tg β < 0 pentru t > tu. Aceasta reiese şi din forma traiectoriei (fi g. 1.56), dacă luăm 
în considerare faptul că viteza momentană este tangentă la traiectorie.

0

0

Fig. 1.56
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Considerăm un caz mai general: un corp 
este lansat de la o anumită înălţime h0 cu 
viteza  care formează un unghi  cu ori-
zontala (fi g. 1.57). Unica modifi care faţă de 
cazul precedent se produce în expresia (1.50) 
pentru coordonata y, care ia forma 

 y = h0+ 0 t sin  – . (1.58)

Să examinăm un caz particular: lansarea 
orizontală a corpului de la înălţimea h0 deasu-
pra Pămîntului. Unghiul  = 0, iar formulele 
(1.47)–(1.49) şi (1.58) iau forma 

 vx = 0,  y = – gt, (1.59)

 x  = 0t,  y  = h0– . (1.60)

Aceste expresii permit calcularea tuturor mărimilor ce se referă la corpul lansat orizontal.
Din analiza cazurilor de mişcare, studiate mai sus, conchidem că mişcarea corpului cu 

acceleraţie constantă (a→= const.) este, în genere, o mişcare pe traiectorie parabolică. Doar 
în cazul particular, cînd viteza iniţială v→ este coliniară cu acceleraţia constantă a→, mişcarea 
corpului este rectilinie uniform variată.  

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

1. Obţineţi expresia (1.54) pentru înălţimea maximă de zbor Hmax  , pornind de la ecuaţia traiec-
toriei  (1.51).

2. Consideraţi două corpuri lansate de la suprafaţa Pămîntului cu viteze iniţiale egale în modúl, dar 

sub unghiuri diferite:  1 =  şi  2 =  –  , unde   < 45o. Cum sînt bătăile acestor corpuri? 

Dar înălţimile maxime? Prin ce se deosebesc traiectoriile lor?

3. Putem afi rma că mişcarea cu acceleraţie constantă (a→= const.) este totdeauna o mişcare 
rectilinie uniform accelerată? Argumentaţi răspunsul.

4. Bătaia unui corp lansat cu viteza orizontală v0 = 20 m/s este egală cu înălţimea de la care a 
fost lansat. Determinaţi această înălţime.

5. Un corp este lansat dintr-un turn cu viteza orizontală v0 = 12 m/s. Ştiind că viteza corpului la 
momentul atingerii solului formează un unghi β = 30o cu verticala, determinaţi:

a) modulul vitezei corpului atunci cînd atinge solul; b) intervalul de timp în care corpul a ajuns 
la sol;  c)  înălţimea turnului de unde a fost lansat corpul;  d) distanţa de la baza turnului pînă 
la locul unde corpul a atins solul.

6. Cu ce viteză minimă trebuie aruncat oblic un corp pentru ca bătaia maximă a lui să fie  
L = 40 m?

7. Un copil aruncă o minge cu viteza v0 = 20 m/s, care formează un unghi  = 60o cu orizontala. 
Ştiind că după t = 2s mingea loveşte un perete vertical, determinaţi înălţimea la care se afl ă locul 
unde mingea a lovit peretele, viteza ei la momentul lovirii şi unghiul format de ea cu orizontala.

8. Un corp este aruncat de la înălţimea h0 = 15 m cu viteza v0 = 40 m/s care formează un unghi 

 = 30o cu orizontala. Să se determine:

a) înălţimea maximă la care urcă corpul; b) intervalul de timp în care corpul ajunge la sol;

c)  distanţa parcursă de corp pe orizontală pînă la locul unde el a atins Pămîntul.

0

0

Fig. 1.57
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C a p i t o l u l  II

PRINCIPIILE DINAMICII. 
FORŢELE NATURII 

2.1  PRINCIPIUL INERŢIEI. SISTEME DE REFERINŢĂ INERŢIALE

La descrierea mișcării corpului, în cadrul cinematicii, s-a menţionat că sistemul de 
referinţă se alege în funcţie de preferinţă și poate fi  legat cu orice alt corp. Astfel, din 
punctul de vedere al cinematicii, toate sistemele de referinţă sînt echivalente. Care este, 
din punctul de vedere al dinamicii, răspunsul la întrebările: „De ce corpul dat se mișcă 
anume în acest mod, și nu în altul? Există sisteme de referinţă preferenţiale sau toate 
sistemele sînt echivalente?” Răspunsul la ultima întrebare a fost obţinut pentru prima 
dată de către Galilei în urma analizei unor observaţii și experimente. Să examinăm 
unele dintre ele.

Luăm un uluc pe care-l fi xăm puţin înclinat, astfel 
încît marginea inferioară a lui să se atingă de suprafaţa 
mesei (fi g. 2.1). Din una și aceeași poziţie de pe uluc 
va fi  lăsată să se miște o bilă metalică. De fi ecare dată 
însă masa se va acoperi cu un alt material pe care bila 
să-și continue mișcarea. După rostogolirea de pe uluc, 
se va măsura distanţa parcursă de bilă pînă la oprire. 
Mai întîi, pe masă se așterne o bucată de ţesătură de lînă, 
pe care bila parcurge o distanţă l1. În cazul în care în 
continuarea ulucului este pusă o bucată de carton, distanţa l2 parcursă de bilă este mai 
mare: l2 > l1. Și mai mare este distanţa l3 parcursă de bilă pe o suprafaţă orizontală de 
sticlă (bila va cădea de pe sticlă dacă aceasta nu este sufi cient de lungă).

Aceste rezultate demonstrează că distanţa parcursă de bilă pe orizontală depinde de 
proprietăţile corpului pe care ea își continuă mișcarea, de calităţile suprafeţei acestuia. 
Bila este oprită din mișcarea sa de corpul pe care se mișcă, precum și de aerul încon-
jurător. Cu cît suprafaţa este mai netedă, cu atît frînarea mișcării este mai mică, bila 
afl îndu-se în mișcare mai mult timp și parcurgînd o distanţă mai mare.

Fig. 2.1
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Galilei a ajuns la concluzia: bila nu se va opri niciodată din mișcarea sa rectilinie și uni formă, 
dacă nu va fi  impusă de corpurile din jurul său. Să ne imaginăm și un experiment „ideal” în 
acest sens: un corp se mișcă în vid avînd în calitate de suport o „pernă magne tică”. Vom constata 
că viteza acestui corp, practic, nu variază în timp, el mișcîndu-se rectiliniu și uniform.

Să urmărim un alt experiment. Un cărucior încărcat se afl ă în repaus pe o supra-
faţă orizontală. Observăm că el continuă să se afl e în repaus atît timp cît alte corpuri 
nu acţionează asupra lui (fi g. 2.2, a). Pentru a-l pune în mișcare, adică a-l scoate din 
starea de repaus, este necesară o acţiune din exterior (fi g. 2.2, b). Dacă însă căruciorul 
se mișcă, atunci pentru a-l opri este, de asemenea, necesară o anumită  acţiune din 
exterior (fi g.2.2,c).  

În baza acestor experimente și a mul-
tor altora de acest gen se poate constata 
proprietatea corpurilor de a-și păstra 
starea de mișcare rectilinie uniformă sau 
de repaus atîta timp cît alte corpuri nu 
le impun să-și modifi ce această stare. 
Proprietatea dată se numește inerţie.

Această proprietate se manifestă în formă pură în cazul corpurilor libere, astfel fi ind numite 
corpurile care nu sînt acţionate de alte corpuri din exterior. În experimentele descrise bila 
sau căruciorul sînt acţionate de Pămînt și de corpul pe a cărui suprafaţă se afl ă. Însă aceste 
acţiuni nu infl uenţează starea de mișcare a corpurilor cercetate, de aceea se spune că ele 
se compensează sau se echilibrează.

Pentru a ne convinge de existenţa compensării acţiunii corpurilor, 
să analizăm experimentul următor (fi g. 2.3). O bilă se afl ă în repaus 
(fi g.2.3,a) sub acţiunea Pămîntului și a fi rului de care este suspendată. 
La tăierea fi rului (fi g. 2.3, b), acţiunea acestuia este înlăturată, compen-
sarea acţiunilor – dezechilibrată, bila cade pe pămînt, deci este scoasă 
din starea de repaus de acţiunea necompensată din partea Pămîntului.

Rezumînd cele expuse mai sus, ajungem la concluzia formulată pentru 
prima dată de către Galilei și preluată de către Newton în sistemul său de 
principii ale mecanicii în calitate de principiul întîi sau principiul inerţiei:

Orice corp continuă să-şi păstreze starea de repaus sau de mişcare rectilinie uniformă 
atîta timp cît alte corpuri nu acţionează asupra lui şi nu-l impun să-şi modifi ce această stare.
Experimentele descrise au fost efectuate și analizate în sistemul de referinţă legat cu 

Pămîntul, deci principiul formulat mai sus este valabil 
în acest sistem. Putem constata însă că există sisteme de 
referinţă în care principiul inerţiei nu este valabil. De exem-
plu, un observator se afl ă pe un disc rotitor sau în șaua de 
pe călușel (fi g. 2.4). El vede pomii și casele din preajmă 
rotindu-se în jurul său fără ca asupra acestora să acţioneze 
unele corpuri în plan orizontal.

Sistemele de referinţă în care este valabil principiul 
inerţiei au fost numite sisteme de referinţă inerţiale sau 
galileene, iar cele în care acest principiu nu este valabil sînt 

Fig. 2.3

Fig. 2.4

0

Fig. 2.2
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numite neinerţiale. Pentru a stabili dacă sistemul de referinţă considerat este inerţial sau nu, trebuie 
să se verifi ce experimental dacă principiul inerţiei se respectă sau nu faţă de acest sistem.

Din cele expuse mai sus reiese că sistemul de referinţă legat cu Pămîntul – numit și 
geocentric – este inerţial. Însă trebuie să conștientizăm faptul că el este inerţial doar 
aproximativ, deoarece toate corpurile de pe suprafaţa lui posedă acceleraţie centripetă 
datorită rotaţiei diurne a Pămîntului. Aceasta însă este mult mai mică decît acceleraţia 
gravitaţională și în majoritatea problemelor de mișcare poate fi  neglijată, iar sistemul 
de referinţă legat cu Pămîntul poate fi  considerat inerţial. 

Cu un grad mult mai înalt de precizie este considerat inerţial sistemul de referinţă 
care are originea în centrul Soarelui – sistemul heliocentric – și axele de coordonate 
orientate spre anumite stele.

În conformitate cu principiul inerţiei, starea de mișcare rectilinie uniformă a cor-
purilor este starea normală a acestora (despre astfel de corpuri se spune că se mișcă în 
virtutea inerţiei). Ele nu pot să se afl e decît în mișcare continuă. Corpurile care se afl ă 
în repaus faţă de Pămînt se rotesc în jurul axei lui, împreună cu Pămîntul se rotesc în 
jurul Soarelui, iar împreună cu acesta se mișcă în Univers.

În jurul nostru observăm frecvent că mișcarea corpurilor cu timpul încetează și 
ele se opresc. Aceasta însă nu contravine principiului inerţiei – mișcarea corpurilor 
încetează în urma acţiunii altor corpuri din jur care impun corpurile în mișcare să-și 
micșoreze viteza treptat, pînă la oprire.

ÎNTREBĂRI

1. Prin ce se manifestă proprietatea de inerţie a corpurilor? 
Aduceţi exemple diferite de cele expuse în manual.

2. În ce constă principiul inerţiei?

3. Care sisteme de referinţă sînt inerţiale?

4. Cum se poate stabili dacă un sistem de referinţă este inerţial?

5.  Realizaţi experimentul următor. Confecţionaţi cîteva ine-
le identice din hîrtie şi o vergea subţire din lemn. Luaţi 
două suporturi şi montaţi sistemul mecanic reprezentat 

în fi gura 2.5. Cu o vergea metalică apăsaţi uşor pe mijlocul vergelei de lemn, apoi apăsaţi din 
ce în ce mai puternic. La un moment dat observaţi că unul dintre inelele de hîrtie se rupe. 
Înlocuiţi acest inel cu unul întreg şi continuaţi experimentul. De această dată însă loviţi brusc 
vergeaua de lemn cu cea metalică. Observaţi că în acest caz vergeaua de lemn se frînge, iar 
inelele de hîrtie rămîn întregi. Cum explicaţi acest fenomen?

6. De ce înainte de a folosi termometrul medical, de obicei, îl scuturaţi? Explicaţi fenomenul.

2.2  MASA ȘI FORŢA. PRINCIPIUL FUNDAMENTAL AL DINAMICII

a. Interacţiuni fundamentale

Multitudinea de fenomene care au loc în Univers sînt determinate de interacţiunile 
dintre corpuri. Datorită interacţiunii, corpurile cerești sînt amplasate într-o anumită 
ordine, iar structura substanţei afl ată în diferite stări este stabilă. Toate procesele care 
au loc în natură de asemenea sînt rezultatul interacţiunilor dintre corpuri. 

Fig. 2.5
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Chiar dacă substanţa constă dintr-un număr foarte mare de particule diferite ce in-
teracţionează între ele, conform fi zicii moderne, există doar patru tipuri de interacţiuni 
numite fundamentale: gravitaţională, electromagnetică, slabă și tare. 

Interacţiunea gravitaţională este universală. Ea se manifestă între toate corpurile, însă 
devine substanţială pentru corpurile foarte mari din Univers sau pentru unul dintre ele 
(de exemplu, interacţiunea dintre un automobil și Pămînt). Datorită acestei interacţiuni, 
atmosfera, mările și oceanele, precum și toate corpurile din jurul nostru sînt atrase de către 
Pămînt, Luna se rotește în jurul Pămîntului, iar Pămîntul împreună cu Luna – în jurul Soarelui. 

Interacţiunea electromagnetică există între toate corpurile și particulele care posedă 
sarcină electrică. Anume această interacţiune determină comportamentul corpurilor 
macroscopice încărcate, al moleculelor, atomilor și ionilor din interiorul lor. Interac-
ţiunea electromagnetică leagă electronii și nucleele în atomi și molecule, iar atomii și 
moleculele în diferite substanţe cu diverse proprietăţi. 

Atît interacţiunea electromagnetică, cît și cea gravitaţională sînt interacţiuni la 
distanţă. Intensitatea lor descrește lent odată cu mărirea distanţei dintre particule sau 
corpuri și au o rază de acţiune infi nită. 

Interacţiunea slabă este proprie tuturor particulelor elementare, cu excepţia fotoni-
lor, și se manifestă în procesele de transformare reciprocă a acestora. Raza de acţiune 
a interacţiunilor slabe este extrem de mică, ele au loc între particulele afl ate la distanţe 
mai mici de 10–18 m. 

Interacţiunea tare sau nucleară se manifestă între particulele care constituie nucleele 
atomilor, menţinîndu-le în stare legată și are o rază de acţiune de ordinul dimensiunii 
nucleelor și mai mică, adică de 10–15 m.

Particulele care constituie nucleul atomic, protonii și neutronii, precum și particulele 
elementare vor fi  studiate în clasa a XII-a.

b. Masa

Cunoașteţi faptul că inerţia corpurilor este caracterizată de mărimea fi zică numită 
masă. În cadrul experimentului ce urmează vom descoperi o metodă care permite 
compararea maselor diferitor corpuri, de asemenea a maselor acestora cu masa unui 
corp ales ca etalon. Să urmărim două cărucioare care se pot mișca pe o porţiune rectilinie 
de drum neted. Fiecare cărucior are fi xat pe el o bară magnetică de-a lungul direcţiei de 
mișcare și este dotat cu un accelerometru – aparat pentru determinarea acceleraţiei cu care 
se mișcă căruciorul (accelerometrele se folosesc, îndeosebi, la vehiculele aeriene). Apropiem 
cărucioarele cu polii de același nume unul de altul (fi g. 2.6, a). La un moment eliberăm 
cărucioarele: ele se resping și se îndepărtează unul de altul. Înregistrăm acceleraţiile 
lor: la un moment (la o anumită distanţă 
dintre ele) acceleraţiile căru cioarelor sînt a1 

și a2, iar la un moment ulterior (la o distanţă 
mai mare) valorile acceleraţiilor sînt á1 și á2. 
Constatăm că á1 < a1  și  á2 < a2. Calculînd 

rapoartele ac celeraţiilor, obţinem .                  

Repetăm experimentul așezînd cărucioa-
rele cu polii de nume diferite unul spre altul 
(fi g. 2.6, b). După eliberare, în urma atracţiei Fig. 2.6
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magnetice, cărucioarele se apropie unul de altul. La un anumit moment acceleraţiile lor 
sînt egale cu á 1́ și á 2́, iar la un moment ulterior (la o distanţă mai mică) valorile accele-

raţiilor sînt á´́1 și á´́2 . Constatăm că á´́1 > á 1́   și  á´́2 > á 2́, iar rapoartele sînt egale: .

Astfel, efectuînd experimente de acest gen, observăm că de fi ecare dată cînd accele-
raţia unui cărucior ia o valoare mai mare (mai mică), acceleraţia celui de-al doilea, de 
asemenea, ia o valoare mai mare (mai mică), adică acceleraţiile cărucioarelor se măresc 
sau se micșorează simultan.

Făcînd rapoartele acceleraţiilor obţinute de fi ecare dată de către cărucioare, vom 
obţine o legitate:

 
a2
a1  = a2'

a1'
 = 

á´́2

á´́1
 = ... , (2.1)

adică raportul acceleraţiilor ale două corpuri ce interacţionează ia o valoare con-
stantă, independentă de caracterul interacţiunii lor.

Despre corpul care în urma interacţiunii a obţinut o acceleraţie mai mică, adică se 
opune mai mult variaţiei vitezei sale, se spune că este mai inert decît celălalt corp, adică 
are o masă mai mare. Această proprietate a corpurilor de a se opune variaţiei vitezei lor 
este caracterizată de mărimea fi zică scalară numită masă (sau masă inertă). Dacă notăm 
masele corpurilor ce interacţionează între ele cu m1 și m2, defi nim raportul lor prin relaţia 

 
m1
m2

 = 
a2
a1

, (2.2)
adică  

raportul maselor a două corpuri este egal cu raportul invers al acceleraţiilor obţinute 
de aceste corpuri ca rezultat al interacţiunii dintre ele.
Astfel, în urma experimentului descris și în baza relaţiei (2.2) 

pot fi  determinate rapoartele dintre masele diferitor corpuri. 
Pentru a determina masa fi ecărui corp în parte, este necesar 
să se considere un anumit corp drept etalon de masă, iar masa 
acestui etalon să fi e luată în calitate de unitate de masă.

Un astfel de etalon de masă prezintă un cilindru confecţi-
onat dintr-un aliaj special din platină (90%) și iridiu (10%), al 
cărui diametru și înălţimea sînt egale cu 39 mm. Acest etalon 
se păstrează în condiţii speciale (fi g. 2.7) la Biroul Internaţional 
de Măsuri și Greutăţi de la Sèvres. Cópii ale etalonului există în mai multe ţări. Masa 
etalonului respectiv este considerată unitate de masă, fi ind numită kilogram (kg), unitate 
fundamentală în Sistemul Internaţional de unităţi SI.

Dacă determinăm acceleraţia a a unui corp oarecare și acceleraţia aet a etalonului de 
masă, acceleraţii obţinute în urma interacţiunii dintre ele, iar cu m și met notăm masele 

respective, atunci în conformitate cu (2.2) avem . 
Prin urmare, masa corpului

 m = 
met aet

a
. (2.3)

Cercetînd interacţiunea acestui corp (de masă deja cunoscută) cu altul și determinînd 
acceleraţiile lor, putem afl a masa celui de-al doilea corp etc.

Metoda descrisă de determinare a masei corpurilor nu este unică. În cazul corpu-
rilor macroscopice cel mai frecvent este folosită cîntărirea corpurilor care are la bază 

Fig. 2.7
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compararea maselor după acţiunea produsă de Pămînt asupra corpurilor în cauză. 
Masele particulelor microscopice – molecule, atomi, electroni ș.a. – se determină prin 
metode specifi ce.

Menţionăm două proprietăţi importante ale masei corpului:
1. Corpul format din corpurile de mase egale respectiv cu m1, m2, …, mn se comportă 

asemenea unui corp de masă egală cu suma maselor corpurilor componente:

m = m1 + m2 + … + mn . (2.4)

Această proprietate a masei se numește aditivitate (în lat. additivus „obţinut prin 
adunare„).

2. În mecanică masa corpului este considerată o mărime constantă, independentă de 
sistemul de referinţă ales pentru descrierea mișcării lui. În 1905 s-a stabilit că această 
proprietate se manifestă numai la viteze ale corpurilor mult mai mici decît viteza luminii 
în vid care este c = 300 000 km/s. 

c. Forţa

În urma interacţiunii dintre corpuri, ele capătă acceleraţii. Prin urmare, dacă un 
corp se mișcă cu acceleraţie, aceasta îi este imprimată de un alt corp (sau de alte cor-
puri), care acţionează asupra corpului dat. Valoarea acceleraţiei poate fi  diferită, ceea 
ce indică faptul că acţiunile respective pot fi  diferite.  

Mărimea fi zică ce caracterizează cantitativ acţiunea unui corp asupra altuia se numeşte 
forţă (se notează, de obicei, cu F ). 

Forţa este determinată de punctul ei de aplicaţie (de corpul asupra căruia ea acţio-
nează), de modúl, direcţie și sens, deci este o mărime vectorială. Dreapta pe care este 
situat vectorul forţei se numește dreaptă-suport. Unitatea de forţă în SI este newtonul 
(N), care va fi  defi nit ulterior.

În apropierea Pămîntului toate corpurile lăsate liber cad spre el cu una și aceeași ac-
celeraţie gravitaţională g (vezi par. 1.7, g). Ea este imprimată corpului de către Pămînt, 
manifestînd acţiunea Pămîntului asupra corpului liber. Acceleraţia gravitaţională este 
orientată vertical în jos sau forţa care o imprimă este orientată 
astfel. Forţa ce acţionează asupra corpului afl at în vecinătatea 
Pămîntului din partea acestuia și-i imprimă acceleraţia gra-
vitaţională se numește forţă de greutate (se notează cu G).  

Considerăm un alt exemplu. Un resort are capătul superior 
fi xat, iar cel inferior are un inel de care pot fi  suspendate cor-
puri cu cîrlige (fi g. 2.8, a). Notăm cu l0 lungimea acestui resort 
în stare nedeformată. La suspendarea de resort a unui corp cu 
cîrlige,  lungimea resortului crește cu Δl (fi g. 2.8, b). Corpul 
suspendat se afl ă în repaus, deci acţiunea Pămîntului asupra 
lui este echilibrată de acţiunea resortului deformat. Astfel, 
acţiunea corpurilor poate provoca deformarea altor corpuri.

Asupra corpului suspendat acţionează forţa de greutate 
G a Pămîntului, iar din partea resortului deformat – o forţă 
F1 orientată vertical în sus, numită forţă elastică. Forţa Fig. 2.8
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elastică echilibrează forţa de greutate, suma lor fi ind nulă F1 + G = 0. Aceste două 
forţe au module egale, aceeași dreaptă-suport și sensuri opuse. Punctele de aplicaţie a 
forţelor ce acţionează  asupra corpului, de fapt, sînt diferite, însă aproximarea utilizată 
în mecanică, conform căreia corpurile pot fi  considerate puncte materiale, ne permite 
să reprezentăm toate forţele avînd un punct comun de aplicaţie. 

Dacă suspendăm încă un corp, identic cu primul, alungirea resortului 
devine egală cu 2Δl (fi g. 2.8, c). Condiţia de echilibru a corpurilor ia forma 
F2 + 2G = 0, unde F2 este forţa elastică pentru acest caz. Observăm că dublarea 
forţei de greutate este însoţită de dublarea forţei elastice și de mărirea tot de 
două ori a alungirii resortului.

Prin urmare, resortul elastic poate fi  utilizat la compararea valorilor for-
ţelor. El este partea principală a dinamometrului (fi g. 2.9) – dispozitiv folosit 
la măsurarea forţelor. Pe scara dinamometrului sînt indicate în newtoni 
valorile forţelor ce provoacă alungirile respective ale resortului.

Rezumînd cele expuse mai sus, constatăm că forţa este o mărime fi zică 
vectorială caracterizată de punctul de aplicaţie, de modúl, direcţie și sens. 
Acţionînd asupra corpului, forţa îi imprimă acceleraţie sau îl deformează. 
Forţa este determinată de două corpuri: de corpul asupra căruia ea acţionează 
și de corpul ce acţionează cu această forţă.

d. Principiul fundamental al dinamicii

Acceleraţia corpului este imprimată de forţa 
care acţionează asupra lui. Experimentul următor 
demonstrează existenţa unei relaţii dintre aceste 
mărimi.

Cercetăm mișcarea unui cărucior pe o masă 
orizontală, netedă și lungă, la capătul căreia este 
fi xat un scripete. Pe cărucior se afl ă cîteva corpuri 
identice cu cîrlige. De cărucior este legat un fi r tre-
cut peste scripete. Suspendăm unul dintre corpurile 
de pe cărucior de capătul liber al fi rului (fi g. 2.10, a). 
Eliberăm căruciorul și determinăm timpul t1 în care 
el parcurge o distanţă s1. Repetăm experimentul și 
determinăm timpul t2 în care căruciorul parcurge distanţa s2. Se va constata egalitatea 

rapoartelor , adică distanţa parcursă din stare de repaus este proporţională cu 

pătratul timpului. Această dependenţă este caracteristică mișcării uniform accelerate 

cu viteza iniţială nulă: s = . În baza datelor obţinute, calculăm acceleraţia a1=  

imprimată căruciorului de forţa de greutate G a unui corp suspendat.
Luăm încă un corp de pe cărucior și-l alăturăm corpului suspendat (fi g. 2.10, b). 

Masa corpurilor afl ate în mișcare a rămas aceeași, iar forţa de greutate ce le imprimă 
acceleraţie s-a dublat, a devenit egală cu 2G. Se constată că s-a dublat și acceleraţia 
corpurilor: a2 = 2a1. Alăturînd la corpurile suspendate cel de-al treilea corp de pe că-
rucior, constatăm că forţa de greutate 3G imprimă acceleraţia a3 = 3a1. Prin urmare, 

Fig. 2.9

Fig. 2.10
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acceleraţia sistemului de corpuri de masă constantă este direct proporţională cu forţa 
care imprimă această acceleraţie:

a ~ F (pentru m = const.).
Pentru a studia dependenţa acceleraţiei de masa corpului (la forţa dată), alăturăm 

la căruciorul de pe masă un cărucior identic cu el, ce are trei corpuri identice cu cele 
de pe primul. Astfel, masa sistemului de corpuri s-a dublat. Efectuînd experimentul 
cu un corp suspendat, se obţine o acceleraţie egală cu  , iar în cazul a două corpuri 
suspendate – o acceleraţie egală cu  etc. Prin urmare, una și aceeași forţă imprimă 
sistemului de corpuri cu masa de două ori mai mare o acceleraţie de două ori mai mică, 
adică acceleraţia este invers proporţională cu masa 

a ~ 1—m (pentru F = const.). 

Din rezultatele de mai sus obţinem 

a ~ F—m sau ma ~ F.

Trecînd la egalitate, trebuie să introducem un coefi cient de proporţionalitate care 
depinde de unităţile de măsură alese. În SI acest coefi cient se consideră egal cu unitatea; 
prin urmare, relaţia obţinută ia forma 

. (2.5)

Forţa și acceleraţia sînt mărimi vectoriale, au aceeași direcţie și sens, deci relaţia 
(2.5) poate fi  scrisă sub formă vectorială:

. (2.6)

Produsul dintre masa corpului şi acceleraţia lui este egal cu forţa care imprimă 
corpului această acceleraţie.
Formularea dată exprimă principiul fundamental al dinamicii, numit și principiul al 

doilea al dinamicii sau legea a doua a lui Newton. În baza relaţiei (2.6) poate fi  determi-
nată forţa care acţionează asupra corpului dacă este cunoscută mișcarea lui și invers, cunos-
cînd forţa, se poate determina acceleraţia corpului, prin urmare, și caracterul mișcării lui.

În relaţia (2.5) se subînţelege că toate punctele corpului au acceleraţii egale, ceea ce 
se realizează doar în cazul în care corpul poate fi  considerat un punct material sau un 
corp rigid afl at în mișcare de translaţie (în cazul corpului deformabil, distanţele dintre 
punctele lui variază în timp, deci vitezele și acceleraţiile lor sînt diferite).

Substituind în relaţia (2.5) masa corpului m = 1 kg și acceleraţia a = 1 m/s2, obţinem 
unitatea de forţă în sistemul internaţional de unităţi – newtonul (N):

[F ]= [m]·[a] =  = N.

Newtonul este forţa care imprimă corpului cu masa de 1 kg o acceleraţie egală cu 1 m/s2.
Experimentele care ilustrează principiul fundamental al dinamicii au fost realizate 

în sistemul de referinţă legat cu Pămîntul, care este un sistem inerţial. Deci principiul 
dat este aplicabil numai în sisteme inerţiale de referinţă.

Dacă substituim forţa F = 0 în relaţia (2.6), obţinem acceleraţia a = 0, deci viteza 
corpului  v = const., adică mișcarea lui este rectilinie și uniformă. Astfel, în lipsa acţi-
unii din exterior (F = 0), corpul se mișcă rectiliniu și uniform (v = const.). S-ar părea 
că principiul inerţiei constituie o consecinţă a principiului al doilea. Situaţia însă este 
alta: principiul fundamental este valabil numai în sisteme inerţiale, dar acestea pot fi  
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alese numai utilizînd principiul inerţiei. Prin urmare, concluzia că în lipsa acţiunilor 
din exterior corpul se mișcă rectiliniu și uniform demonstrează că primul și al doilea 
principiu ale dinamicii nu se contrazic, ci se afl ă în concordanţă.

e.o Principiul suprapunerii forţelor

Relaţia (2.6) este stabilită pentru corpul asupra căruia acţionează o singură forţă. Cel mai 
frecvent însă corpurile sînt supuse acţiunii mai multor forţe. Pentru a stabili cum se formulează 
principiul fundamental al dinamicii în acest caz, considerăm un corp de masă m asupra căruia 
acţionează mai multe forţe: F1, F2..., Fn. Acceleraţiile imprimate de aceste forţe sînt egale cu 

a1 = 
F1

m , a2 = 
F2

m , ..., an = 
Fn

m . (2.7)

Experimentul arată că:

La acţiunea simultană a unui sistem de forţe, fi ecare dintre ele imprimă corpului 
aceeaşi acceleraţie pe care o imprimă acţionînd de una singură, iar acceleraţia cor-
pului este egală cu suma acceleraţiilor imprimate de fi ecare forţă:

 (2.8)

Acest rezultat a fost numit principiul suprapunerii forţelor sau principiul inde-
pendenţei acţiunii forţelor.

Substituind relaţiile (2.7) în (2.8), obţinem  a = 
  

sau

ma = F1 + F2 + ... Fn. (2.9)

Relaţia respectivă exprimă principiul fundamental al dinamicii generalizat pentru 

Isaac NEWTON (1643–1727), savant englez 

A obţinut rezultate deosebite în mecanică, optică, astronomie şi 
matematică.

Newton a generalizat cercetările predecesorilor săi şi cele proprii în 
domeniul mecanicii şi le-a expus în opera sa fundamentală „Principiile 
matematice ale fi losofi ei naturale” (1687), unde a enunţat pentru prima 
dată sistemul de trei principii (principiul inerţiei, principiul fundamental 
al dinamicii, principiul acţiunii şi reacţiunii), care constituie temelia 
mecanicii, ulterior numită mecanică newtoniană sau clasică. În această 
lucrare a expus legea gravitaţiei universale stabilită de el. În baza acestei 

legi şi a principiilor mecanicii a argumentat legile experimentale ale lui Kepler referitor la mişcarea 
planetelor, a explicat legităţile mişcării Lunii, fl uxurile şi refl uxurile, a dezvoltat teoria privind forma 
Pămîntului. Newton a stabilit expresia pentru forţa de rezistenţă care acţionează asupra corpului 
la mişcarea lui în lichide şi gaze. A elaborat bazele calculului diferenţial şi integral.

În 1666, folosind o prismă cu trei feţe,  a cercetat fenomenul dispersiei luminii. A studiat 
interferenţa şi difracţia luminii, culorile peliculelor subţiri şi a descoperit inelele de interferenţă 
(inelele lui Newton). A construit un telescop refl ector cu un sistem optic original (telescopul 
lui Newton), în care una dintre lentile a fost înlocuită cu o oglindă sferică concavă. Rezultatele 
cercetărilor în acest domeniu au fost expuse în lucrarea sa „Optica” (1704).

A. Einstein afi rma că „Newton a fost primul care a încercat să formuleze legi simple pentru a 
determina mersul în timp al unei game largi de fenomene ale naturii” şi „…lucrările sale au avut 
o infl uenţă puternică asupra concepţiei noastre despre natură”.
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corpul supus acţiunii mai multor forţe.
Forţa F =F1+F2+...Fn este rezultanta sistemului de forţe care acţionează asupra 

corpului. Prin urmare:
ma = F. (2.10)

Produsul dintre masa şi acceleraţia corpului este egal cu 
rezultanta tuturor forţelor care acţionează asupra lui şi-i 
imprimă această acceleraţie. 
În figura 2.11 este ilustrată această afirmaţie pentru 

cazul în care asupra corpului acţionează un sistem de 
două forţe.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

01. Care sînt interacţiunile fundamentale? Caracterizaţi-le. 

02. Caracterizaţi raportul acceleraţiilor a două corpuri obţinute în urma interacţiunii dintre ele. 

03. Ce proprietate a corpului este caracterizată de masa lui? 0

04. Ca rezultat al interacţiunii dintre două corpuri, acceleraţia primului corp este de trei ori mai mare 
decît acceleraţia corpului al doilea. Ce putem afi rma referitor la masele acestor corpuri? 

05. Cum se poate determina masa unui corp? 

06. Ce înţelegeţi prin faptul că masa este o mărime aditivă?  0

07.  Care este unitatea de forţă în SI? Cum se defi neşte ea?

08.  Din expresia principiului fundamental al dinamicii exprimăm masa corpului: m = . Se poate 

oare afi rma pe baza acestei relaţii că masa corpului este direct proporţională cu forţa ce 
acţionează asupra lui? Justifi caţi răspunsul.

09. În ce condiţii corpul se mişcă uniform accelerat? Argumentaţi răspunsul pornind de la principiul 
fundamental al dinamicii.

10. Se poate oare afi rma că principiul inerţiei este o consecinţă a principiului fundamental al 
dinamicii? Argumentaţi răspunsul.

11.o Depinde oare acceleraţia imprimată corpului de forţa dată de alte forţe care acţionează simultan 
asupra acestui corp?

12. La interacţiunea dintre corpurile A şi B acceleraţia corpului A este de 3 ori mai mare decît a 
corpului B. Acceleraţia obţinută de corpul B în urma interacţiunii cu corpul C este de 2 ori mai 

mică decît cea a corpului C. Determinaţi masa corpului C dacă mA = 0,4 kg.

13. Asupra unui corp acţionează o forţă al cărei modúl este egal cu 42 N. Care este masa corpului 
dacă acceleraţia ce-i este imprimată de această forţă este egală cu 6 m/s2?

14. O forţă imprimă unui corp cu masa de 1,5 kg o acceleraţie egală cu 0,3 m/s2. Determinaţi masa 
corpului, căruia această forţă îi imprimă o acceleraţie egală cu  0,4 m/s2.

15. O forţă de 15 N imprimă unui corp o acceleraţie egală cu 1,2 m/s2. Ce acceleraţie imprimă 
acestui corp o forţă egală cu 60 N?

16.  Un corp se mişcă rectiliniu avînd viteza egală cu 4 m/s. La un moment, asupra corpului începe 
să acţioneze, în direcţia vitezei lui, o forţă egală cu 0,8 N. Ca rezultat, viteza corpului creşte 
pînă la 6 m/s în timp ce el parcurge o distanţă de 15 m. Determinaţi masa corpului.

17.o Rezultanta a două forţe reciproc perpendiculare este egală cu 10 N. Una din forţe este egală cu 
6 N. Ce acceleraţie imprimă forţa a doua unui corp cu masa de 4 kg?

Fig. 2.11
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2.3  PRINCIPIUL ACŢIUNII ȘI REACŢIUNII

Se știe că la interacţiune corpurile acţionează cu forţe unul asupra altuia. Există vreo 
relaţie între aceste forţe, iar dacă există, atunci care este ea?

Să pornim de la relaţia (2.2) dintre masele corpurilor și acceleraţiile obţinute de 
acestea în urma interacţiunii:

 sau  . (2.11)

Din experimentul reprezentat în fi gura 2.6 se poate vedea că vectorii acceleraţiilor a1 și 
a2 au sensuri opuse, de aceea, trecînd de la relaţia scalară (2.11) la relaţia vectorială, avem 

 (2.12)

În conformitate cu principiul fundamental (2.6), produsul  m1a1= F12 este forţa care 
acţionează asupra corpului 1 din partea corpului 2. Respectiv,  m2a2= F21 este forţa ce 
acţionează asupra corpului 2 din partea corpului 1, prin urmare, relaţia (2.12) ia forma 

F12 = –F21. (2.13)

Aceasta este expresia matematică a principiului al treilea al dinamicii numit prin-
cipiul acţiunii și reacţiunii.

Două corpuri acţionează unul asupra altuia cu forţe egale în modúl, situate pe aceeaşi 
dreaptă-suport şi orientate în sensuri opuse.
Pentru a ilustra acest princi-

piu, realizăm următorul experi-
ment pentru efectuarea căruia 
sînt necesare cărucioare cu bare 
magnetice fi xate pe ele. Cu aju-
torul a două resorturi identice 
legăm cărucioarele de doi pereţi 
verticali. Dacă situăm cărucioa-
rele cu polii magnetici de același 
nume unul spre altul (fi g. 2.12, a), polii se resping și resorturile se comprimă la fel, adică 
forţele elastice Fe1 = – Fe2. Notăm cu F12 și F21 forţele de interacţiune dintre magneţi. Fie-
care cărucior se afl ă în repaus, prin urmare  Fe1+ F12= 0  și  Fe2 + F21 = 0, de unde rezultă 
Fe1 = −F12 și Fe2 = −F21 .Ţinînd seama de relaţia de mai sus dintre 
forţele elastice, obţinem F12 = −F21 , adică expresia (2.13).

Dacă situăm cărucioarele cu polii magnetici de nume 
diferite unul spre altul (fi g. 2.12, b), constatăm că alungirile 
resorturilor sînt egale. Repetînd raţionamente similare celor 
din cazul precedent, se ajunge din nou la relaţia (2.13).

Rezultatul este același și la modifi carea distanţei dintre 
pereţii verticali, de care este fi xat cîte un capăt al resorturilor.

Să analizăm încă un exemplu: un corp de forma unui pa-
ralelipiped este așezat pe un burete afl at pe o masă (fi g. 2.13). 
Asupra corpului acţionează forţa de greutate G datorită atrac-

Fig. 2.12

Fig. 2.13
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ţiei exercitate de Pămînt, corpul afl îndu-se în repaus. Asupra lui acţionează vertical 
în sus o forţă Fcb din partea buretelui, astfel încît G + Fcb = 0. Se observă că buretele 
este deformat, deci asupra lui acţionează o forţă Fbc exercitată de corpul așezat pe el. 
Aceste forţe, Fcb și Fbc, satisfac relaţia (2.13), adică Fcb = − Fbc. Forţa aplicată buretelui 
este numită, de obicei, acţiune, iar cea exercitată de burete asupra corpului a fost 
numită reacţiune.

În legătură cu acest principiu al dinamicii trebuie menţionate următoarele:

1. Forţele de interacţiune dintre două corpuri au întotdeauna aceeași natură fi zică: 
în primul exemplu forţele F12 și F21 constituie forţe magnetice, iar în exemplul al doilea 
forţele Fbc  și Fcb sînt condiţionate de deformările corpurilor ce interacţionează.

2. Forţele de interacţiune se aplică la corpuri diferite și, prin urmare, nu se pot 
echilibra între ele.

3. Forţele de interacţiune apar simultan. Din acest punct de vedere, termenii „forţă 
de acţiune” și „forţă de reacţiune” nu sînt reușiţi, deoarece se creează impresia că mai 
întîi apare forţa de acţiune, iar după un timp – forţa de reacţiune. Dacă în cazul corpu-
lui afl at pe un burete forţa Fbc aplicată buretelui este numită „forţă de acţiune”, atunci 
forţa Fcb  aplicată corpului poate fi  numită „forţă de reacţiune”. În cazul interacţiunii 
dintre barele magnetice însă nu se poate acorda o prioritate uneia din cele două forţe 
de interacţiune: F12 și F21. 

Cele trei principii ale dinamicii formulate mai sus nu sînt independente, ci constituie un 
sistem integru de principii interdependente. Justeţea acestor principii este confi rmată de 
faptul că rezultatele obţinute pe baza lor pentru sisteme mecanice concrete corespund 
realităţii.

ÎNTREBĂRI

1. Este oare posibilă o situaţie în care un corp să acţioneze asupra altuia, dar al doilea să nu 
acţioneze asupra primului?

2. Se pot oare echilibra forţele de interacţiune dintre două corpuri? Argumentaţi răspunsul.

3. Un elev ţine în mînă un dinamometru şi acţionează asupra cîrligelor lui, întinzînd resortul, cu 
două forţe egale cu cîte 25 N. Care este indicaţia dinamometrului?

4. Un fi r se rupe dacă suspendăm de el un corp a cărui forţă de greutate este de cel puţin 15 N. 
Se va rupe fi rul întins dacă se aplică simultan la capetele lui  forţe a cîte 10 N?

2.4o ATRACŢIA UNIVERSALĂ

a. Legea atracţiei universale
Corpurile afl ate în cădere liberă se mișcă accelerat. Din principiul doi al dinamicii 

rezultă că asupra lor acţionează o forţă oarecare din partea altui corp. Ce reprezintă 
această forţă și care este natura ei? Întrucît toate corpurile din apropierea Pămîntu-
lui, indiferent de masa lor, au aceeași acceleraţie g = 9,81 m/s2, se poate presupune 
că ea este determinată de Pămînt și reprezintă o forţă de atracţie orientată spre 
centrul lui. Această forţă a fost numită forţă de greutate. Conform legii a doua a 
lui Newton, asupra unui corp de masă m afl at în cădere liberă acţionează o forţă de 
greutate G = mg.
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 Conform unei legende, observînd căderea unui măr, 
Newton și-a pus întrebarea: „Dacă mărul lăsat liber cade 
spre Pămînt, atunci Luna, care este de asemenea liberă, 
nu va cădea și ea în direcţia Pămîntului?” Astfel, Newton 
a ajuns la concluzia că asupra Lunii trebuie să acţioneze 
o forţă care este de aceeași natură cu forţa de greutate ce 
acţionează asupra mărului. Ea a fost  numită forţă gravita-
ţională. Anume acţiunea ei impune „căderea” permanentă 
a Lunii în direcţia Pămîntului prin abaterea mișcării de pe o 
traiectorie rectilinie pe una aproape circulară. Într-adevăr, 
dacă n-ar acţiona forţa gravitaţională, atunci peste un inter-
val mic de timp, mișcîndu-se rectiliniu cu viteza v, Luna ar ajunge în punctul A (fi g. 2.14). 
Sub acţiunea ei însă Luna „cade” pînă în punctul B, parcurgînd distanţa de cădere AB.

Pentru obţinerea relaţiei ce exprimă forţa gravitaţională, vom analiza acţiunea ei 
asupra corpurilor de la suprafaţa Pămîntului și asupra Lunii. Cunoaștem deja că în 
condiţii terestre această forţă imprimă corpurilor o acceleraţie g = 9,81 m/s2, numită 
gravitaţională. Acceleraţia pe care o posedă Luna la mișcarea sa pe orbita aproape cir-
culară este una centripetă și se determină din relaţia (1.42):

ac =  = r,

unde r este raza orbitei care reprezintă distanţa dintre Pămînt și Lună, iar T este peri-
oada de rotaţie a Lunii în jurul Pămîntului.

Distanţa dintre Pămînt și Lună este r = 384 403 km ≈ 3,84 . 108m, iar perioada 
T = 27,3 zile  = 27,3 . 24 . 3600 s. Deci acceleraţia centripetă a Lunii este egală cu 

ac =  ≈ 2,72 . 10−3 m
s2 .

Se constată că acceleraţia centripetă a Lunii este mult mai mică decît cea gravitaţi-
onală la suprafaţa Pămîntului, iar raportul lor este 

 =  ≈ 3 600. 

Astfel, dacă la suprafaţa Pămîntului asupra unui corp acţionează o forţă gravitaţi-
onală de o anumită valoare, atunci aceasta se micșorează de aproximativ 3600 de ori 
cînd corpul este plasat pe traiectoria de mișcare a Lunii. Rezultă că forţa gravitaţională 
se micșorează simultan cu creșterea distanţei dintre corpurile ce interacţionează în 
conformitate cu o anumită legitate. 

Pentru stabilirea acestei legităţi, Newton a presupus că Pămîntul se comportă ca și cum  

masa lui este concentrată într-un punct în centrul său. În acest caz distanţa dintre Pămînt 

și un corp de pe suprafaţa lui este egală cu raza Pămîntului R = 6371 km ≈ 6,37.106 m. 

Observăm că distanţa dintre centrul Pămîntului și cel al Lunii este de aproximativ 60 

de ori mai mare decît raza Pămîntului:  =  ≈ 60. Comparînd aceste două 

raporturi, Newton a ajuns la concluzia că  =  și că acceleraţia centripetă imprimată 

Lunii de forţa gravitaţională a Pămîntului este  ac= .

Fig. 2.14
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În baza rezultatelor obţinute din analiza mișcării Lunii în jurul Pămîntului, Newton 
a presupus că toate corpurile din Univers se atrag reciproc cu o anumită forţă gravitaţi-
onală care le imprimă o acceleraţie invers proporţională cu pătratul distanţei r dintre ele:

a ~ 1_
r2 . (2.14)

Conform principiului doi al dinamicii, F ~ a și luînd în considerare (2.14), rezultă 

că F ~ 1/r2.  Se poate demonstra că această forţă mai este proporţională și cu produsul 
dintre masele corpurilor ce interacţionează.

Astfel, în anul 1687, Newton formulează legea atracţiei universale:

Forţa gravitaţională ce acţionează între două corpuri punctiforme din Univers este 
direct proporţională cu produsul dintre masele lor, invers proporţională cu pătratul 
distanţei dintre ele şi este orientată de-a lungul dreptei ce uneşte centrele corpurilor.

 F = K 
m1m2

r2 . (2.15)

Interacţiunea gravitaţională dintre corpuri reprezintă 
întotdeauna o pereche de forţe acţiune–reacţiune. Corpul 
de masă m1 acţionează asupra corpului avînd masa m2 cu o 
forţă F21 orientată de la corpul 2 spre corpul 1 (fi g. 2.15). În 
același timp, corpul cu masa m2 acţionează asupra celui de 
masă m1 cu forţa  F12  de sens opus cu F21, dar egale în modúl.  

Legea atracţiei universale a fost formulată pentru corpuri 
punctiforme, adică corpuri cu dimensiunile mult mai mici 
decît distanţa dintre ele. Se poate însă demonstra că ea este valabilă și în cazul corpurilor 
sferice omogene, r fi ind distanţa dintre centrele lor.

Constanta K din (2.15) are una și aceeași valoare pentru oricare două corpuri din 
Univers și este numită constantă a gravitaţiei universale sau constantă gravitaţiona-
lă. Ea este numeric egală cu forţa de interacţiune, exprimată în newtoni, dintre două 
corpuri punctiforme cu masa de 1 kg fi ecare și situate la distanţa de 1 m unul faţă de 
celălalt. În SI unitatea ei este 

 [K] =  =  .

Valoarea numerică a constantei gravitaţiei universale a 
fost determinată experimental pentru prima dată în anul 
1798 de către fi zicianul și chimistul englez Henry Caven-
dish (1731–1810). În acest scop, el a folosit o balanţă de 
torsiune, principiul de funcţionare al căreia este reprezentat 
schematic în fi gura 2.16. La capetele unei tije ușoare 1 sînt 
fi xa te două bile mici de plumb, fi ecare cu diametrul de 5 cm 
și masa m = 0,775 kg. Tija este suspendată cu ajutorul unui 
fi r subţire elastic 2, pe care se afl ă fi xată o oglindă mică 3. În 
vecinătatea bilelor mici se aduc două bile mari de plumb cu 
diametrul de 20 cm și masa M = 49,5 kg. În urma atracţiei 
dintre cele două perechi de corpuri cu masele m și M, bilele mici se mișcă spre cele mari, 
răsucind puţin fi rul vertical 2. Unghiul de răsucire al fi rului se măsoară cu ajutorul unei 

Fig. 2.16

Fig. 2.15
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raze de lumină i provenită de la sursa S și refl ectată de la oglinda 3 pe o scară gradată. 
Determinînd acest unghi, care este proporţional cu forţa de atracţie dintre bile, Cavendish 
a obţinut valoarea constantei K ce s-a dovedit a fi  foarte mică:

 K = 6,67 . 10−11 . (2.16)

Aceasta înseamnă că două corpuri cu masele de cîte 1 kg, afl ate la 1 m distanţă unul 
faţă de altul, se atrag cu o forţă de 6,67  10–11 N.

Rezultatul obţinut de Cavendish a fost confi rmat de multe alte experimente de acest 
gen. S-a constatat că valoarea constantei gravitaţiei universale nu depinde nici de natura 
corpurilor, nici de proprietăţile mediului în care ele se afl ă și este întotdeauna aceeași. 

 b. Cîmpul gravitaţional

Se știe că forţa reprezintă acţiunea pe care o exercită un corp asupra altuia fi e printr-un 
contact direct, fi e prin intermediul unor legături materiale (tije, fi re etc.). De exemplu, 
un fotbalist acţionează cu o anumită forţă asupra mingii numai în momentul loviturii, 
iar o macara ridică greutăţile prin intermediul unui cablu. O situaţie diferită prezintă 
însă acţiunea forţelor gravitaţionale ce se manifestă între corpurile afl ate la distanţă. 
Cum se transmite acţiunea în acest caz? Iniţial a fost înaintată concepţia, conform căreia 
interacţiunea dintre corpuri se produce instantaneu, iar spaţiul dintre ele este un mediu 
nematerial care nu o infl uenţează în niciun mod. Cu toate că această concepţie presupune 
existenţa mișcării fără materie, ceea ce este absurd, ea a dominat în fi zică mai mult de 
un secol și constituie esenţa așa-numitei teorii a acţiunii la distanţă. 

Ideea existenţei unui mediu material prin intermediul căruia se realizează inter-
acţiunea dintre corpurile afl ate la distanţă aparţine lui Michael Faraday (1791–1867). 
În anii ’30 ai secolului al XIX-lea, cercetînd interacţiunea sarcinilor electrice, Faraday 
introduce noţiunea de cîmp, care mai tîrziu a fost aplicată și la studiul interacţiunii gra-
vitaţionale. Conform acestei noţiuni, un corp oarecare nu acţionează direct asupra altui 
corp, ci atribuie spaţiului înconjurător proprietăţi deosebite, transformîndu-l  într-un 
mediu material care realizează această acţiune. Astfel, materia poate exista sub două 
forme distincte: de substanţă și de cîmp. Spre deosebire de substanţă, cîmpul nu poate 
fi  sesizat cu organele de simţ și despre existenţa lui se poate judeca numai după acţiunea 
exercitată asupra altor corpuri. Așadar, cîmpul gravitaţional este o formă de existenţă 
a materiei, prin intermediul căruia se exercită interacţiunea corpurilor în conformitate 
cu legea atracţiei universale.

Pentru descrierea cantitativă a acestui cîmp, se introduce noţiunea de intensitate 
a cîmpului gravitaţional.

Mărimea fi zică vectorială egală cu raportul dintre forţa gravitaţională ce acţionează 
asupra unui corp şi masa acestuia se numeşte intensitate a cîmpului gravitaţional.

  = F
m

. (2.17)

În SI intensitatea cîmpului gravitaţional se exprimă în N/kg.

Pentru determinarea intensităţii cîmpului gravitaţional  într-un punct arbitrar al 
spaţiului, se măsoară forţa F ce acţionează asupra unui corp punctiform cu masa m, 
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numit corp de probă. În cazul în care corpul generator de cîmp este punctiform și are 
masa M din (2.15) și (2.17), pentru modulul intensităţii cîmpului gravitaţional obţinem 

Г = K M
r2  , (2.18)

de unde se observă că intensitatea cîmpului nu depinde de masa corpului de probă, ci 
numai de masa M a corpului care generează cîmpul și de distanţa r de la acesta.

Dacă în punctul dat cîmpul este creat de mai multe corpuri, atunci intensitatea lui 
 este egală cu suma geometrică a intensităţilor cîmpurilor generate de fi ecare corp 

aparte:

Г = Г1 + Г2 + ... Гn . (2.19)

Relaţia (2.19) constituie principiul superpoziţiei sau suprapunerii cîmpurilor 
gravitaţionale. Forţa gravitaţională este orientată întotdeauna spre centrul corpului 
generator de cîmp, de aceea cîmpul gravitaţional este numit central sau radial.

Să analizăm mai detaliat cîmpul gravitaţional al Pămîntului considerînd un corp de 
probă cu masa m situat la suprafaţa lui. Egalînd forţa de greutate G = mg ce acţionează 
asupra corpului de probă cu forţa gravitaţională F din legea atracţiei universale (2.15), 
obţinem relaţia 

g = K 
Mp

R2 , (2.20)

unde Mp și R sînt, respectiv, masa și raza Pămîntului.
Comparînd (2.18) cu (2.20), constatăm că în condiţii terestre acceleraţia gravitaţi-

onală coincide cu intensitatea cîmpului gravitaţional și nu depinde de masa corpului 
din acest cîmp. Iată de ce în experienţele lui Galilei toate corpurile, indiferent de masa 
lor, cădeau cu una și aceeași acceleraţie g. 

Dacă corpul de probă se afl ă la o înălţime h de la suprafaţa Pămîntului, atunci distanţa 
de la centrul acestuia este egală cu (R + h) și în locul formulei (2.20) pentru acceleraţia 
gravitaţională la înălţimea h avem 

gh = K 
Mp

(R+h)2  . (2.21)

Din (2.21) rezultă că atît forţa de greutate Gh mgh,  cît și acceleraţia gravitaţională 
gh se micșorează odată cu îndepărtarea corpului de suprafaţa Pămîntului.

Făcînd raportul relaţiilor (2.21) și (2.20), obţinem   sau

gh = g R2

(R+h)2 . (2.22)

Deoarece raza Pămîntului este R = 6 371 km, din această formulă reiese că, pînă și la 
înălţimi de sute de kilometri, acceleraţia gravitaţională nu suferă modifi cări esenţiale. 
Așadar, pentru înălţimi mult mai mici decît raza Pămîntului  gh≈ g = const. 

c. Sateliţi artifi ciali

Să analizăm mișcarea unui corp cu masa m în cîmpul gravitaţional terestru. Dacă 
corpul este lăsat liber într-un punct A la înălţimea h deasupra Pămîntului (fi g. 2.17), 
el se mișcă de-a lungul direcţiei razei acestuia și cade în punctul B de pe suprafaţa lui. 
Să presupunem că în punctul A corpul posedă o viteză vA orientată perpendicular pe 
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direcţia verticală. În acest caz corpul descrie 
o traiectorie parabolică și cade în punctul B1. 
Dacă viteza vA  se mărește, atunci corpul cade 
în puncte tot mai îndepărtate de B, pînă cînd 
pentru o viteză vA = vh el nu mai ajunge pe Pă-
mînt, ci se deplasează pe o traiectorie circulară 
de rază r = R + h. Astfel, mișcarea corpului 
devine asemănătoare cu mișcarea Lunii (satelit 
natural al Pămîntului), acesta fi ind numit satelit 
artifi cial.

Să determinăm viteza vh pentru care un corp 
oarecare devine satelit artifi cial. În acest scop, 
stabilim că unica forţă ce acţionează asupra lui 
este forţa gravitaţională F = mgh care-i imprimă 
o acceleraţie centripetă ac = v2

h/r. Din princi-
piul fundamental al dinamicii F = mac avem 

mgh = m  , de unde rezultă 

 (2.23)

Substituind gh conform formulei (2.22) din (2.23), obţinem 

 (2.24)

Viteza care trebuie imprimată corpului în direcţia perpendiculară pe raza cercului 
pe care el se va deplasa devenind satelit artifi cial depinde de înălţimea lui h deasupra 
suprafeţei terestre. Dacă satelitul artifi cial se mișcă pe o traiectorie circulară din apro-
pierea Pămîntului, adică h<<R, atunci viteza lui este  

și se numește prima viteză cosmică. Perioada de rotaţie (numită în astronomie și 
perioadă de revoluţie) a acestui satelit, adică timpul unei rotaţii complete în jurul Pă-

mîntului, are valoarea T=  ≈ 84 min. 

În cazul în care viteza de lansare a satelitului este mai mare decît prima viteză cosmică 
vI, traiectoria lui se transformă într-o elipsă (fi g. 2.17). Odată cu creșterea vitezei de 
lansare apare posibilitatea învingerii cîmpului gravitaţional terestru. Viteza mini-
mă la care un corp poate părăsi regiunea de atracţie a Pămîntului este vII = √

—
2 vI ≈ 

≈ 11,2 km/s și se numește a doua viteză cosmică. În acest caz, traiectoria corpului 
degenerează din elipsă în parabolă și el nu se mai poate întoarce pe Pămînt (fi g. 2.17). 
Astfel, corpul poate ajunge în cîmpul de gravitaţie al unei alte planete din sistemul solar 
și, după o anumită modifi care a vitezei lui, devine satelit artifi cial al acesteia.

Este cunoscută și a treia viteză cosmică vIII = 16,7 km/s, cînd corpul se mișcă pe o 
traiectorie hiperbolică (fi g. 2.17). Ea reprezintă viteza minimă necesară pentru lansarea 
unui corp de pe Pămînt pentru ca acesta să poată părăsi sistemul solar.

Fig. 2.17
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Un rol deosebit pentru asigurarea sistemelor 
de comunicaţii intercontinentale îl au așa-numiţii 
sateliţi sincronici sau geostaţionari (fi g. 2.18). 
Un satelit sincronic se mișcă pe o orbită circu-
lară, astfel încît perioada lui de rotaţie coincide 
cu perioada de rotaţie a Pămîntului în jurul axei 
sale. În acest caz, satelitul rămîne tot timpul 
deasupra unuia și aceluiași punct al Pămîntului, 
adică se afl ă pe o orbită geostaţionară. Întrucît 
Pămîntul face o rotaţie completă în T0 = 24 de ore, iar  vh= (R + h), din (2.24) obţinem  

   = , 

de unde rezultă că înălţimea h a satelitului sincronic deasupra Pămîntului este  

h=  −R ≈ 35 850 km ≈ 5,6R.

PROBLEMĂ REZOLVATĂ
Raza planetei Neptun este de  k = 3,6 ori mai mare decît raza Pămîntului, iar densitatea de n =2,4  
ori mai mică. Să se determine acceleraţia gravitaţională la suprafaţa planetei Neptun.

  REZOLVARE  
Conform relaţiei (2.20), acceleraţia gravitaţională la suprafaţa Pămîntului 

este  gP = K  . Considerînd Pămîntul de formă sferică cu volumul 

V = 
4_
3 πR3P şi exprimînd masa MP = ρPV = 

4_
3 πR3PρP, obţinem  

gP =  
K__
R2P

· 
4_
3 πR3P ρP = 

4_
3 πKRPρP.  Analogic pentru acceleraţia gravi ta-

ţiona  lă la suprafaţa planetei Neptun avem  gN = 
4_
3 πKRNρN. Făcînd raportul 

ultimelor două relaţii, obţinem   =  = 
k_
n , de unde  gN = 

k_
n gP =  · 9,81 ≈ 14,7 m/s2.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

01. Formulaţi legea atracţiei universale şi explicaţi cum este orientată forţa gravitaţională.

02. Care este sensul fi zic al constantei gravitaţiei universale şi în ce unităţi se exprimă?

03. Descrieţi metoda lui Cavendish de determinare a constantei gravitaţiei universale.

04. Ce este cîmpul gravitaţional?

05. Cum se defi neşte intensitatea cîmpului gravitaţional?

06. De ce acceleraţia gravitaţională în apropierea Pămîntului este aceeaşi pentru orice corp?

07. Care este expresia pentru acceleraţia  gravitaţională a unui corp afl at la o înălţime oarecare  
deasupra Pămîntului? Explicaţi cum depinde ea de această înălţime.

08. Ce reprezintă prima viteză cosmică? Dar a doua?

09. Care satelit artifi cial este numit sincronic?

10. Calculaţi masa Pămîntului, dacă se cunoaşte raza lui R = 6370 km  şi acceleraţia gravitaţională 
g = 9,81 m/s2.

Se dă: 

k = RN /RP = 3,6,

n = ρP /ρN = 2,4,

gP = 9,81 m/s2

gN  – ?

Fig. 2.18
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11. Să se determine masa Soarelui, dacă se cunoaşte viteza de mişcare a Pămîntului în jurul lui 

v = 30 km/s şi raza orbitei pămînteşti  r = 1,5 ·1011m.

12. Perioada de revoluţie a Lunii în jurul Pămîntului este T = 27 de zile. Determinaţi raza orbitei 
pe care se mişcă Luna.

13. Un asteroid de formă sferică cu densitatea ρ = 3,3 · 103 kg/m3 are raza R = 30 km. Să se de-
termine acceleraţia gravitaţională la suprafaţa asteroidului.

14. Determinaţi prima viteză cosmică în condiţiile planetei Marte, considerînd raza ei de 3400 km, 
iar acceleraţia gravitaţională la suprafaţa planetei egală cu 3,8 m/s2.

15. Un satelit artifi cial se afl ă pe o orbită circulară la înălţimea  h = 3 R, unde R este raza Pămîntului. 
De cîte ori perioada de revoluţie a satelitului pe această orbită este mai mare decît perioada 
de revoluţie de pe o orbită din apropierea Pămîntului?

2.5  FORŢA ELASTICĂ. 
MIȘCAREA SUB ACŢIUNEA FORŢEI ELASTICE

Dacă asupra unui corp acţionează forţe exterioare, atunci el se poate deforma, adică 
își poate modifi ca dimensiunile sau/și forma. În multe cazuri odată cu încetarea acţiunii 
forţei exterioare, deformaţia dispare complet sau parţial. Reiese că există o forţă care, 
conform principiului acţiunii și reacţiunii, este egală în modúl cu cea exterioară și care 
înlătură deformaţia produsă. Ea este numită forţă elastică și reprezintă o manifestare 
a structurii interne a corpului. Într-adevăr, orice corp constă din atomi și molecule, iar 
atomii, la rîndul lor, sînt compuși din nuclee cu sarcină pozitivă și electroni cu sarcină 
negativă. Astfel, între atomii oricărui corp acţionează forţe de interacţiune electrică, care 
determină realizarea unei stări de echilibru stabil cînd forţele de atracţie și cele de res-
pingere dintre nucleele și electronii atomilor vecini devin egale. În urma acţiunii forţelor 
exterioare, distanţele dintre atomi se modifi că și rezultanta forţelor de atracţie și a celor 
de respingere capătă o valoare diferită de zero. Ea este egală în modúl cu forţa exterioară, 
are sensul contrar și tinde să restabilească starea de echilibru iniţială. Dacă, de exemplu, 
sub acţiunea unei forţe exterioare corpul a fost comprimat, atunci distanţa dintre atomi 
a devenit mai mică și între ei predomină forţele de respingere care îi readuc la poziţia lor 
de echilibru stabil, iar corpul își restabilește forma și dimensiunile iniţiale. 

Așadar:

Forţa elastică este o forţă de natură electrică, care ia naştere la deformarea corpu-
rilor şi are întotdeauna sensul contrar deplasării reciproce a particulelor lui.
Pentru stabilirea unei relaţii cantitative dintre mărimea deformaţiei și forţa de 

elasticitate, vom cerceta deformaţia de alungire a unui fi r elastic de lungimea l0  și aria 
secţiunii transversale S0 , ce se produce sub acţiunea forţei deformatoare F. Diferenţa 
l – l0 = Δl este numită alungire absolută și caracterizează mărimea acestei deformaţii. 
Experimental, se constată că alungirea absolută depinde atît de dimensiunile geometri-
ce ale fi rului, cît și de valoarea forţei deformatoare. Într-adevăr, pentru una și aceeași 
valoare a forţei deformatoare F, un fi r de lungime l0 se alungește cu Δl, iar altul din 
același material de lungime 2l0 – cu 2Δl. Rezultă că Δl ~ l0:

alungirea este direct proporţională cu lungimea iniţială. 
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Un fi r cu aria secţiunii transversale S0 se alungește cu Δl , iar altul din același material 
și cu aceeași lungime l0, dar cu aria secţiunii 2S0 – cu Δl/2. Rezultă că Δl ~ 1/S0:

alungirea este invers proporţională cu aria secţiunii transversale.
Modifi cînd valoarea forţei deformatoare de un anumit număr de ori, se constată că 

în limitele deformaţiilor mici de același număr de ori se modifi că și alungirea absolută, 
deci Δl  ~ F: 

alungirea este direct proporţională cu forţa deformatoare.
Rezultatele experimentale descrise mai sus pot fi  prezentate sub forma Δl~Fl0/S0 sau 

Δl = 
1_
E

 · 
 
, (2.25)

unde factorul de proporţionalitate E caracterizează natura materialului supus deformării 
și este numit modulul lui Young.

Forţa de elasticitate Fe este egală în modúl cu forţa deformatoare, dar orientată în 
sens opus. Folosind relaţia (2.25), obţinem 

Fe = Δl. (2.26)

Notînd k = ES0/l0, avem 
  Fe = kΔl, (2.27)

sau sub formă vectorială           
               Fe = – kΔl, 
unde semnul „–” arată că forţa de elasticitate în-
totdeauna este orientată în sens opus deformării.

La deformări mici, forţa de elasticitate este 
proporţională cu valoarea deformaţiei.

Coefi cientul de proporţionalitate k, numit con-
stantă de elasticitate, depinde de proprietăţile 
elastice ale corpului și de dimensiunile lui geome-
trice. Dependenţa (2.27) a fost stabilită de către 
fi zicianul englez Robert Hooke (1635–1703) și este numită legea lui Hooke.

În fi gura 2.19 sînt reprezentate forţele elastice Fe  și deformatoare F  în cazul unui resort cu 
masa neglijabilă. Deformaţia produsă în acest caz este vizibilă, însă există multe situaţii cînd 
ea nu se observă cu ochiul liber. De exemplu, o radieră afl ată pe o placă de oţel sub acţiunea 
forţei sale de greutate nu produce o deformaţie vizibilă (fi g. 2.20, a), însă dacă se așază placa de 
oţel pe radieră, atunci forţa de greutate a plăcii deformează considerabil radiera (fi g. 2.20, b).

Un corp suspendat la capătul unui fi r de cauciuc cu lungimea l0 (fi g. 2.21, a) produce 
o deformaţie vizibilă, pe cînd deformaţia unui fi r de oţel cu aceeași lungime, practic, 
nu se observă (fi g. 2.21, b).

Forţa elastică Fe  care acţionează asupra cor-
pului din partea suportului sau a suspensiei 
(fi g. 2.20 și 2.21) este numită, respectiv, forţă de 
reacţiune normală (notată cu N) sau forţă de 
tensiune (notată cu T). Ea acţionează întotdeauna Fig. 2.20

Fig. 2.19
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la contactul dintre corpurile care interacţionează și este orientată 
perpendicular la suprafaţa de contact sau de-a lungul fi relor, tijelor 
sau al resorturilor.

Corpurile reprezentate în fi gurile 2.20 și 2.21  se afl ă în repaus, 
acceleraţia lor a = 0; prin urmare, suma forţelor ce acţionează 
asupra fi ecăruia dintre ele este nulă. Rezultă N =−G  și  T =−G.

Reacţiunea normală N (fi g. 2.20 și 2.22, a) este forţa care acţi-
onează asupra corpului din partea suportului orizontal pe care se 
afl ă. La rîndul său, conform principiului acţiunii și reacţiunii, corpul 
apasă suportul cu o forţă elastică P =−N . Ţinînd seama de relaţia  
N =−G , obţinem P =G, adică forţa de apăsare P pe suport are același 
modúl, direcţie și sens ca și forţa de greutate G. Forţele P și G sînt 
însă de natură diferită: forţa G este de natură gravitaţională, iar P de 
natură elastică. În afară de aceasta, forţa de greutate  G ca rezultantă 
a forţelor gravitaţionale care acţionează asupra punctelor corpului 
din partea Pămîntului este o forţă volumică, aplicată într-un punct 
al corpului. Forţa de apăsare P este o forţă aplicată suportului și 
repartizată pe suprafaţa suportului afl ată în contact cu corpul. 

Raţionamente similare sugerează concluzia că în cazul corpului 
suspendat de un fi r (fi g. 2.22, b) există o forţă P = G  de natură 
elastică, aplicată fi rului de suspensie. 

Forţa de natură elastică P caracterizează  acţiunea corpului asupra suportului ori-
zontal sau a fi rului vertical de suspensie şi este numită pondere sau greutate.
În cazul în care suportul sau punctul de suspensie al fi rului se afl ă în repaus, după 

cum s-a stabilit mai sus, forţele  P și  G au același modúl, direcţie și sens. În general 
însă ele au module diferite în funcţie de starea de mișcare a suportului sau a punctului 
de suspensie a fi rului. Să analizăm această dependenţă în baza următorului exemplu: 
un om cu masa m se afl ă într-un ascensor care se poate deplasa pe verticală în ambele 
sensuri cu acceleraţia a constantă. Podeaua ascensorului reprezintă suportul asupra 
căruia acţionează omul cu forţa P egală în modúl cu forţa de reacţiune normală G .

Conform principiului fundamental al dinamicii, avem 

G + N  ma. (2.28)

În cazul cel mai simplu, cînd acceleraţia as-
censorului este egală cu zero (fi g.2.23, a), adică 
suportul se afl ă în stare de repaus sau de mișcare 
uniformă, din (2.28) rezultă   

G – N = 0  sau N = G = mg.
Așadar, în această situaţie omul apasă asupra 

suportului cu o forţă egală cu forţa sa de greutate.
Dacă acceleraţia ascensorului este orientată 

vertical în sus (fi g. 2.23, b), atunci, proiectînd 
vectorii din ecuaţia (2.28) pe direcţia mișcării, obţinem N – G  ma, de unde 

N = G + ma = m (g + a).

Fig. 2.22

Fig. 2.21

Fig. 2.23

g g
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Aceasta înseamnă că forţa cu care omul apasă asupra suportului se mărește și pentru 
a  g ea se dublează. În asemenea cazuri se spune că din cauza deformării prin com-
primare omul suportă o suprasarcină. La lansarea navelor cosmice sau la frînarea în 
timpul coborîrii lor pot apărea suprasarcini foarte mari. S-a constatat că la o acceleraţie 
egală cu 4g omul nu se mai poate deplasa faţă de corpurile care-l înconjoară. Organismul 
uman poate suporta suprasarcini de pînă la (10 ÷ 12)g.

O situaţie calitativ nouă se observă la mișcarea accelerată a ascensorului vertical 
în jos (fi g. 2.23, c). După proiectarea vectorilor pe direcţia mișcării, din (2.28) avem  

G – N = ma  sau  N = m (g – a). (2.29)

Din (2.29) rezultă că omul apasă asupra suportului cu o forţă mai mică decît cea de greutate 
G. Dacă ascensorul împreună cu omul vor cădea liber (a = g), atunci această forţă devine 
egală cu zero și în asemenea cazuri se spune că omul se afl ă în stare de imponderabilitate.

Să cercetăm acum mișcarea unui corp sub acţiunea forţei elastice. De un resort fi xat la un 
capăt este legat un cărucior cu un corp pe el (fi g. 2.24, a). Acţionînd cu o forţă deformatoare, 
care deplasează căruciorul spre dreapta, și eliberîndu-l, observăm că el realizează o mișcare 
periodică în stînga și în dreapta de la poziţia iniţială O. Dacă însă corpul este suspendat la 
capătul resortului (fi g. 2.24, b), atunci aceeași mișcare 
periodică are loc pe verticală. O astfel de mișcare este 
numită oscilatorie și va fi  studiată în capitolul V.

Altă situaţie posibilă este atunci cînd corpului i se 
imprimă o viteză iniţială perpendiculară pe direcţia 
de acţiune a forţei elastice. În acest caz, forţa elastică 
deviază mișcarea corpului de pe o traiectorie rectilinie 
pe una circulară, imprimîndu-i o acceleraţie centripetă 
(vezi problema rezolvată).

PROBLEMĂ REZOLVATĂ
O bilă cu masa m = 100 g, suspendată la capătul unui fi r elastic cu 
lungimea  l0 = 30 cm, efectuează o mişcare de rotaţie în planul orizontal. 
Determinaţi viteza liniară a bilei şi constanta de elasticitate a fi rului dacă 
el se alungeşte cu Δl = 5 cm şi formează un unghi  = 30o cu verticala.

  REZOLVARE  
Asupra bilei acţionează forţa de greutate, 
orientată vertical în jos, şi cea elastică 
Fe – de-a lungul fi rului (fi g. 2.25). Rezultanta 
lor imprimă bilei o acceleraţie centripetă 
ac, orientată spre centrul cercului de rază R şi a cărei valoare este 
ac = v2/R. Conform principiului fundamental al dinamicii, avem 

Fe+G�= mac. (2.30)
Dacă vom alege un sistem de coordonate xOy legat cu centrul cercului  

(fi g. 2.25), atunci din ecuaţia (2.30), în proiecţii pe axele Ox şi Oy, se obţine 

corespunzător:  –Fe sin  = –   şi  Fe cos  – mg = 0. Luînd în considerare (2.27) şi observînd din fi gură 

că R = (l0 + Δl) sin , se obţin următoarele două ecuaţii: kΔl sin  =  ; kΔl cos  = mg. 

Fig. 2.25

ц.

Fig. 2.24

Se dă:                     SI :
m = 100 g,

l0 = 30 cm,

Δl = 5 cm,

 = 30°

k – ?, v – ?

0,1 kg,
0,3 m,
0,05 m
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Din ecuaţia a doua obţinem k =  , iar din prima ecuaţie, după înlocuirea constantei k, se afl ă 

viteza v =   . Substituind valorile numerice, se obţine k ≈ 23,1 N/m şi v ≈ 1m/s.Î

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

01. Ce este forţa elastică şi care este natura ei?

02. Enunţaţi legea lui Hooke. Ce reprezintă constanta elastică şi în ce unităţi se exprimă ea?

03. Ce reprezintă forţele de reacţiune normală şi de tensiune?

04. Explicaţi în ce condiţii se obţin stările de suprasarcină şi de imponderabilitate.

05. Ce fel de mişcări efectuează un corp numai sub acţiunea forţei elastice? 

06. Cu cît se va alungi un resort sub acţiunea forţei deformatoare de 15 N, dacă el se alungeşte 
cu 5 cm cînd acţionează o forţă de 10 N?

07. Două resorturi de lungimi egale sînt legate (în serie) unul în continuarea celuilalt, iar la capetele 
libere acţionează două forţe egale în modúl şi de sens opus. Care este constanta de elasticitate 
a resortului care s-a alungit cu 2 mm, dacă celălalt s-a alungit cu 2 cm, avînd constanta de 
elasticitate egală cu 100N/m?

08. Două resorturi cu constantele de elasticitate k1 = 200N/m  şi  k2 = 300N/m sînt legate: a) în 
serie; b) în paralel. Determinaţi constanta de elasticitate a sistemului de resorturi.

09. Cu cît se alungeşte o sîrmă de oţel cu lungimea de 2 m şi diametrul de 0,15 mm, acţionată de 
o forţă G = 2,25 N? Modulul lui Young pentru oţel E = 200 GPa.

10. Calculaţi modulul lui Young pentru cupru, dacă se ştie că o sîrmă din acest material cu lungimea 
de 1 m şi aria secţiunii transversale de 1 mm2 se alungeşte cu 2 mm sub acţiunea unei forţe 
de 240 N.

11. Forţa maximă de tensiune pe care o poate suporta un cablu este de 2 kN. La ce valoare a 
acceleraţiei se va rupe cablul, dacă cu ajutorul lui se ridică vertical un corp cu masa de 160 kg?

12. O bilă cu masa m =150 g poate culisa fără frecări de-a lungul unei tije orizontale care se roteşte 
în jurul axei verticale ce trece prin unul dintre capetele ei. Bila este legată cu axa de rotaţie 
printr-un resort cu lungimea de 25 cm în stare nedeformată şi constanta de elasticitate de 
10N/m. Cu ce viteză liniară se roteşte bila, dacă alungirea resortului este de 5 cm?

2.6  FORŢA DE FRECARE. 

MIȘCAREA ÎN PREZENŢA FORŢEI DE FRECARE

Mișcarea reală a oricărui corp întotdeauna este însoţită de o rezistenţă din partea 
mediului înconjurător sau a altor corpuri cu care el vine în contact. În consecinţă, viteza 
lui se micșorează și, în urma unei mișcări încetinite, corpul se oprește. Deoarece mișca-
rea încetinită este caracterizată de o acceleraţie orientată în sens opus vectorului viteză, 
rezultă că există o forţă ce acţionează pe aceeași direcţie în care se produce mișcarea și 
este orientată în sensul opus acestei mișcări. Ce reprezintă această forţă și cum apare ea?

Chiar și cele mai netede suprafeţe ale corpurilor solide privite la microscop prezintă 
nenumărate asperităţi sau neregularităţi. Din această cauză aria reală S´ a contactului 
dintre suprafeţele a două corpuri este mult mai mică (de ≈ 104 ori) decît cea aparentă S 
(fi g. 2.26). Presiunea exercitată asupra punctelor de contact este atît de mare încît în ele 
se produc deformări plastice, în urma cărora aria de contact S´crește, iar presiunea p se 
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micșorează. Acest proces continuă pînă cînd rezultanta forţelor 
de presiune Fp = pS´ se egalează în modúl cu forţa de reacţiune 
normală N (fi g. 2.26). În punctele de contact acţionează forţe de 
interacţiune moleculară de natură electrică, rezultanta cărora 
este proporţională cu N, și care formează niște microsuduri 
între corpurile afl ate în contact. Forţa Ff , egală în modúl și de 
sens opus cu forţa F (fi g. 2.26) ce acţionează asupra unuia dintre 
corpuri pentru a-l deplasa pe suprafaţa celuilalt, este numită 
forţă de frecare. Ea apare la contactul nemijlocit dintre corpuri, este de natură electrică, 
se afl ă în planul de alunecare a lor, fi ind orientată în sens opus vitezei.

Să facem o descriere aproximativă a forţelor de frecare pe baza observaţiilor experimen-
tale. Considerăm un corp situat pe o suprafaţă orizontală și acţionăm asupra lui cu o forţă 
de tracţiune paralelă cu planul de contact prin intermediul unui fi r trecut peste un scripete, 
la capătul căruia pe un platan sînt plasate treptat diferite etaloane de masă mici (fi g. 2.27, a). 
Se observă că iniţial corpul nu se mișcă. Rezultă că forţa de tracţiune F este echilibrată de 
forţa de frecare ce ia naștere la suprafaţa de contact. Prin adăugarea etaloanelor de masă 
se mărește treptat forţa de tracţiune și atîta timp cît corpul se afl ă în stare de repaus se 
mărește și forţa de frecare, astfel încît |Ff| = |F |. Această egalitate are loc pînă la momentul 
în care corpul este urnit din loc și începe alunecarea lui. Forţa de frecare ce acţionează 
între corpurile solide afl ate în stare de repaus este numită forţă de frecare de repaus sau 
forţă de frecare statică Ffs  și atunci cînd începe alunecarea ea posedă valoare maximă.  

Forţa de frecare de repaus Ffs este egală în modúl şi de sens opus cu forţa aplicată 
corpului paralel cu planul de contact cu alt corp şi poate lua valori pînă la o valoare 
maximă Ffs

max.
Experimental se observă că dacă forţa de greutate a corpului, deci și forţa de reacţiune 

normală se mărește de 2, 3, … ori, atunci forţa necesară pentru începerea alunecării, 
adică Ffs

max tot crește de 2, 3, … ori  (fi g. 2.27, b).  

Valoarea maximă a forţei de frecare de repaus este proporţională cu forţa de reacţiune 
normală N.

Ffs
max = μs N, (2.31)

unde μs este un coefi cient de proporţionalitate numit coefi cient de frecare statică și 
depinde de natura corpurilor și de calitatea șlefuirii suprafeţelor de contact.

Dacă valoarea forţei de tracţiune F depășește valoarea forţei maxime de frecare de 
repaus  Ffs

max
, atunci corpul începe alunecarea cu o anumită acceleraţie. Forţa de freca-

re ce acţionează în aceste condiţii este numită forţă de frecare la alunecare sau forţă 

Fig. 2.26

Fig. 2.27
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de frecare cinetică  Ffc . Ea se afl ă în planul de alunecare și este orientată în sens opus 
vectorului viteză relativă a corpurilor afl ate în contact.

Pentru măsurarea modulului forţei de frecare la alunecare, este necesar să asigurăm 
o mișcare uniformă a corpurilor. În acest caz, rezultanta forţelor ce acţionează în pla-
nul de alunecare se egalează cu zero și forţa de frecare la alunecare este egală cu cea de 
tracţiune. Valoarea forţei de frecare la alunecare întotdeauna este mai mică decît cea a 
forţei de frecare de repaus maximă, însă această deosebire este mică și se consideră ca 
Ffc ≈ Ffs

max
. La fel ca în cazul forţei de frecare de repaus se verifi că experimental că forţa de 

frecare la alunecare este proporţională cu cea de reacţiune normală a suprafeţei de contact:

Ffc = μc N , (2.32)

unde μc este coefi cientul de frecare la alunecare. Valoarea lui numerică este puţin mai mică 
decît cea a coefi cientului de frecare de repaus, însă în practică se consideră că μc ≈ μs = μ. 

Se constată experimental că coefi cientul de frecare nu depinde de aria suprafeţei de 
contact. Dacă așezăm trei corpuri paralelipipedice unul peste altul (fi g. 2.27, b) sau pe 
diferite feţe, atunci aria suprafeţei de sprijin este de fi ecare dată diferită, iar coefi cientul 
de frecare rămîne mereu același.

Din (2.31) și (2.32) rezultă  μ = Ffs
max/N  = Ffc /N, unde coefi cientul de frecare  este 

o mărime adimensională. Se constată experimental că în majoritatea cazurilor el are 
valoare mai mică decît unitatea. Coefi cientul de frecare caracterizează nu numai corpul 
asupra căruia acţionează forţa de frecare, ci ambele corpuri afl ate în contact.  

Coefi cientul de frecare depinde atît de materialul din care sînt confecţionate corpu-
rile, cît şi de calitatea şlefuirii suprafeţelor afl ate în contact.
Valoarea numerică a coefi cientului de frecare se determină de fi ecare dată experimental, 

luînd în considerare și factorii externi ce infl uenţează fenomenul frecării. De exemplu, 
coefi cientul de frecare dintre două suprafeţe de oţel este 0,2, iar dintre oţel și gheaţă are 
valoarea 0,02. Dacă însă între suprafeţele de oţel afl ate în contact se introduce un lubrifi ant, 
atunci coefi cientul de frecare se micșorează considerabil, devenind aproximativ egal cu 
cel al frecării dintre oţel și gheaţă.

Pentru determinarea coefi cientului de frecare 
ce caracterizează diferite materiale, în condiţii de 
laborator este folosit un dispozitiv special numit 
tribometru (fi g. 2.28). El este format dintr-o 
scîndură prevăzută la un capăt cu un scripete 
ușor în care frecarea este neglijabilă. Poziţia 
scîndurii se poate fi xa atît orizontal, cît și sub un 
unghi faţă de orizont, astfel avînd posibilitatea de 
a studia frecarea și pe un plan înclinat. Dispozitivul mai are cîteva corpuri paralelipipedice 
identice, pe feţele laterale ale cărora se pot fi xa plăci confecţionate din materiale diferite. 
Un paralelipiped avînd fi xate plăci din materialul studiat se așază pe scîndura orizontală 
a tribometrului  și prin intermediul unui fi r trecut peste scripete se leagă cu un platan pe 
care se adaugă treptat etaloane de masă, pînă la momentul cînd începe alunecarea. Va-
loarea forţei de greutate pentru care se realizează alunecarea uniformă a paralelipipedului 
este egală cu forţa de frecare la alunecare.

Fig. 2.28
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Rezultatele experimentale prezentate mai sus pot fi  generalizate în următoarele trei 
legi de bază ale frecării, stabilite pentru prima dată de către savanţii francezi Guillaume 
Amontons (1663–1705) în anul 1699 și Charles Coulomb (1736–1806) în 1781.

Forţa de frecare este proporţională cu forţa de reacţiune normală a suprafeţei de 
contact:

Ff = μ N , (2.33)

Valoarea  forţei de frecare pentru fi ecare pereche de corpuri nu depinde de aria 
suprafeţei de contact dintre ele, ci numai de natura corpurilor şi de calitatea  şlefuirii 
acestor  suprafeţe.

Forţa de frecare este orientată întotdeauna în sens opus mişcării şi se afl ă în planul 
de alunecare a corpurilor unul în raport cu altul.
Aceste legi sînt numite legile Amontons–Coulomb.
Dacă un corp alunecă fără acceleraţie pe un plan înclinat, atunci coefi cientul de 

frecare se exprimă prin unghiul de înclinare al planului, numit în acest caz unghi de 
frecare. Într-adevăr, la alunecarea uniformă a corpului, 
conform principiului fundamental al dinamicii, avem 

Ff + N + G = 0.

Trecînd la proiecţii pe axele de coordonate Ox și Oy 
(fi g. 2.29), din această relaţie  obţinem 

Ff  − G sinφ f = 0,

N − G cosφ f = 0,

care, introduse în (2.33), dau egalitatea 

μ = tgφf . (2.34)

Dacă unghiul planului înclinat φ este mai mare decît unghiul de frecare  φf  , atunci 
μ = tgφf  și corpul alunecă cu acceleraţie, iar dacă φ < φf , el se afl ă în stare de repaus și 

Ff < Ffs
max. 

În cazul corpurilor de formă cilindrică sau sferică 
se manifestă forţa de frecare la rostogolire. Ea este de 
sute de ori mai mică decît forţa de frecare la alunecare. 
Din această cauză la funcţionarea diferitor mecanisme, 
unde frecarea la alunecare este dăunătoare prin uzarea, 
încălzirea sau chiar topirea unor piese în mișcare, ea se 
înlocuiește cu frecarea la rostogolire. Aceasta se poate 
realiza cu ajutorul rulmenţilor cu bile sau cu role, 
construcţia cărora este arătată în fi gura 2.30. Dacă se 
folosesc și lubrifi anţi, atunci frecarea devine foarte mică.

Cu toate că forţa de frecare este una de frînare, în multe cazuri ea reprezintă o forţă 
motoare. Anume datorită forţei de frecare este posibilă mișcarea automobilelor și mersul 
oamenilor pe Pămînt. Între roţile motoare ale automobilului și Pămînt (fi g. 2.31, a) acţio-
nează forţele de frecare de repaus Ff 1   exercitate de Pămînt asupra roţilor, prin intermediul 

Fig. 2.30

Fig. 2.29
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cărora se imprimă acceleraţie automobilului și Ff 2  exerci-
tate de roţi asupra Pămîntului. Din cauza masei lui foarte 
mari în comparaţie cu cea a automobilului, acceleraţia 
imprimată Pămîntului este, practic, egală cu zero. Dacă 
însă un om ar merge pe suprafaţa unui cilindru care se 
poate roti în jurul axei sale (fi g. 2.31, b), atunci forţa de 
frecare de repaus Ff 2 care acţionează asupra cilindrului 
l-ar pune în mișcare de rotaţie.

La mișcarea corpurilor solide, contactul se poate 
realiza nu numai cu alte corpuri solide, dar și cu lichide 
sau gaze, de exemplu, mișcarea unui submarin, a unui 
avion ș.a. În aceste cazuri ia naștere o forţă asemănă-
toare cu cea de frecare la alunecare, numită forţă de 
rezistenţă. Ea, de asemenea, se situează în planul de 
contact și este orientată în sens opus vitezei relative 
vr a corpului în raport cu lichidul sau gazul, valoarea 
numerică a ei fi ind în funcţie de modulul acestei viteze. Pentru viteze relative mici ale 
corpului, forţa de rezistenţă este proporţională cu valoarea vitezei:

Fr = vr , (2.35, a)

iar pentru viteze mari – cu pătratul acestei mărimi:

Fr = v2
r , (2.35, b)

unde  și β sînt coefi cienţi de proporţionalitate ce carac-
terizează rezistenţa lichidului sau a gazului.

Forţa de rezistenţă mai depinde de forma, dimen-
siunile corpurilor și calitatea prelucrării suprafeţelor. 
De exemplu, corpurile din fi gura 2.32 au aceeași arie 
a secţiunii transversale, însă forţa de rezistenţă este de 
fi ecare dată diferită. Forma geometrică a corpurilor 
pentru care forţa de rezistenţă este minimă se numește formă aerodinamică. Ea are o 
importanţă deosebită la construirea diferitor aparate de zbor, a automobilelor și a altor 
mecanisme care înfruntă rezistenţa lichidelor sau a gazelor.

PROBLEMĂ REZOLVATĂ
Un automobil se deplasează pe un drum orizontal cu o viteză de 60 km/h. Observînd un obstacol, 
şoferul a frînat brusc. Determinaţi peste cît timp se va opri automobilul şi care este distanţa de 
frînare (distanţa parcursă pînă la oprire), în cazul cînd coefi cientul de frecare la alunecarea roţilor 
pe asfalt este  μ = 0,75.

  REZOLVARE

Considerăm mişcarea automobilului de-a lungul axei Ox a unui sistem 
de coordonate legat cu drumul. Deoarece viteza fi nală a automobilului 

este egală cu zero, din defi niţia acceleraţiei ax =    obţinem tim-

pul de frînare t = − . Indicele x la toate mărimile din această problemă 

arată că mărimea respectivă reprezintă proiecţia ei pe direcţia mişcării 

Se dă:                          SI :
v = 60 km/h,

μ  = 0,75

t – ?, sx – ?         s;   m

16,67 m/s

Fig. 2.31

Fig. 2.32

сопр.
сопр.

сопр.

сопр.
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ce coincide cu axa Ox. Acceleraţia ax la mişcarea uniform încetinită a automobilului se determină 

din principiul fundamental al dinamicii:  ax =−Ff/m. Folosind (2.33) şi principiul acţiunii şi reacţiunii, 

conform căruia N = mg, obţinem ax = −  = − μg. Aşadar, t =  , t ≈ 2,3 s . Pentru deter mi na rea 

distanţei de frînare se foloseşte formula lui Galilei (1.27): sx = , în care vx = 0  şi  ax = − μg.  

Atunci  sx = , sx ≈ 19 m. 

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

01. Ce este forţa de frecare? În ce condiţii apare forţa de frecare şi care este natura ei?

02. Ce este forţa de frecare de repaus? Care este valoarea ei maximă?

03. Prin ce se deosebesc forţele de frecare la alunecare de cele de repaus?

04. Ce reprezintă tribometrul?

05. Enunţaţi legile lui Amontons–Coulomb pentru frecare.

06. Ce reprezintă unghiul de frecare?

07. Care este deosebirea dintre valorile forţelor de frecare la alunecare şi la rostogolire?

08. Daţi exemple în care forţa de frecare este utilă şi în care ea este dăunătoare.

09. Ce reprezintă forţa de rezistenţă a lichidelor sau a gazelor şi de ce factori depinde ea?

10. Un motociclist, deplasîndu-se cu o viteză de 12 m/s, a observat la o distanţă de aproximativ 15 m 
un obstacol şi a frînat brusc. Va reuşi el să se oprească pînă la obstacol sau nu? Coefi cientul de 

frecare la alunecare  μ = 0,7. 

11. Un corp alunecă uniform pe suprafaţa unui plan înclinat cu înălţimea de 3 m şi baza de 5 m. 
Determinaţi coefi cientul de frecare la alunecarea corpului pe planul înclinat.

12. Un corp alunecă pe o suprafaţă orizontală acoperită cu gheaţă şi, parcurgînd o distanţă de 
25 m, se opreşte. Determinaţi viteza iniţială a corpului, în cazul în care coefi cientul de frecare 

la alunecarea lui pe gheaţă este  μ = 0,5 . 

13. Un corp cu masa de 5 kg alunecă uniform pe o suprafaţă orizontală sub acţiunea unei forţe 
orizontale aplicate lui prin intermediul unui resort. Determinaţi alungirea resortului, în cazul 

în care coefi cientul de frecare  μ = 0,2 , iar cel de elasticitate  k = 500 N/m.

14. De pe un plan înclinat cu înălţimea de 3 m şi baza de 4 m alunecă un corp cu acceleraţia de  
2 m/s2. Determinaţi coefi cientul de frecare la alunecare dintre corp şi planul înclinat.

2.7O  MIȘCAREA CORPURILOR 

SUB ACŢIUNEA MAI MULTOR FORŢE

În temele precedente am studiat mișcarea corpurilor cînd asupra lor acţiona o singură 
forţă: de greutate, de elasticitate sau de frecare. În realitate însă corpurile sînt supuse 
concomitent acţiunii mai multor tipuri de forţe. Mai mult decît atît, există situaţii cînd 
mișcarea este determinată de interacţiunile ce au loc între corpurile din sistemul con-
siderat.  

Să analizăm, în baza unui exemplu, metodele de rezolvare a unor probleme cu 
aplicarea principiilor dinamicii, menţionînd, totodată, unele recomandări privind 
algoritmul de rezolvare.
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I. Două corpuri cu masele m1 și m2 sînt legate cu un fi r ideal și se afl ă pe o supra-
faţă orizontală. Asupra corpului cu masa m1 acţionează forţa orizontală F1 , iar 
asupra celui cu masa m2 – forţa  F2  orientată sub un unghi   faţă de orizontală. 
Să se determine acceleraţia sistemului și forţa de tensiune din fi r, în cazul în care 
coefi cientul de frecare la alunecarea ambelor corpuri este  iar mișcarea are loc în 
sensul acţiunii forţei F1 .

Rezolvare. Vom explica mai întîi noţiunea de fi r ideal, deseori folosită în cazul 
sistemelor de corpuri legate între ele. Un fi r ideal se consideră fi rul care este inex-
tensibil, ușor fl exibil și fără masă. Corpurile de la capetele fi rului ideal au în modúl 
aceleași viteze și acceleraţii, iar forţele de tensiune din fi re rămîn invariabile, de-a 
lungul lor.

1. După analiza situaţiei concrete în care se realizează mişcarea în problema cercetată, 
se construieşte o diagramă schematică, unde se reprezintă corpurile ce participă la 
mişcare.
Diagrama schematică în care sînt reprezen-

tate corpurile de mase m1 și m2 are aspectul din 
fi gura 2.33.

2. Se identifi că toate forţele care acţio nează 
asupra corpurilor din sistem, reprezentîndu-
le în diagramă.
Asupra corpurilor acţionează forţele F1  și  F2  

date în problemă, forţele de greutate G1  și  G2, 
orientate vertical în jos; de reacţiune normală  N1  și  N2 , orientate normal la suprafaţa 
de contact; de frecare  Ff 1  și Ff 2, orientate în sens opus mișcării, și de tensiune din fi r 
T1  și  T2  (fi g. 2.33).

3. Se scrie principiul fundamental al dinamicii sub formă vectorială pentru situaţia 
concretă a problemei:

         (2.36, a)

Dacă în problemă se cercetează un sistem de corpuri, atunci ecuaţia (2.36, a) se scrie 
pentru fi ecare corp.
După aplicarea ecuaţiei (2.36, a), pentru corpurile cu masele m1 și m2 avem 

 (2.36, b)

4. Se alege un sistem de coordonate şi se determină unghiurile pe care le formează 
forţele şi acceleraţiile corpurilor cu axele lui.
Alegerea convenabilă a sistemului de coordonate este foarte importantă pentru efec-

tuarea calculelor. De obicei, acesta se alege astfel încît o axă să fi e orientată în direcţia 
și sensul acceleraţiei, iar a doua – perpendicular pe ea. În fi gura 2.33 este reprezentat 
sistemul de coordonate legat cu centrul corpului de masă m2.

Fig. 2.33



74

C
A

P
IT

O
L

U
L

 I
I

5. Se trece de la ecuaţii vectoriale la ecuaţii scalare pentru proiecţiile pe axele de 
coordonate, iar sistemul de ecuaţii obţinut din (2.36, a) se rezolvă în raport cu necu-
noscutele problemei. 

 (2.37, a)

În proiecţii pe axele sistemului de coordonate ales, ecuaţiile (2.36, b) au forma

 
(2.37, b)

Din ecuaţiile a doua și a patra ale sistemului de ecuaţii (2.37, b) se determină forţele 
de reacţiune normală N1 și N2:

N1  G1  m1 g ,

N2  G2F2 sin    m2 g F2 sin .

Luînd în considerare că Ff 1  N1 ;  Ff 2  N2 și T1  T2  T , sistemul de ecuaţii (2.37, b) 
ia forma

{m1a  F1T m1 g ,

m2a  TF2 cos   (m2 g F2 sin ) ,

de unde se determină mărimile căutate:

T  F1m1 g   m1 a.

II. Un corp cu masa m1 se mișcă pe un plan înclinat de unghi  sub acţiunea altui corp cu 
masa m2 > m1 legat cu primul printr-un fi r ideal trecut peste un scripete cu masă neglija-
bilă și fără frecări, situat în vîrful planului. Coefi cientul de frecare la alunecarea corpului 
pe planul înclinat este . Determinaţi acceleraţia sistemului și forţa de tensiune din fi r.

Rezolvare. Diagrama schematică a situaţiei concrete din această problemă este repre-
zentată în fi gura 2.34, unde sînt indicate și forţele care acţionează asupra corpurilor.

Folosind ecuaţia (2.36, a) pentru cor purile de mase m1 și m2, obţinem 

 (2.36, c) 

Pentru rezolvarea problemei este mai 
convenabil să se aleagă pentru fi ecare 
corp cîte un sistem de coordonate, așa 
încît una dintre axe să fi e orientată în 
sensul acceleraţiei sale (fi g. 2.34). În ase-
menea cazuri se mai spune că proiectarea 
se face pe direcţia mișcării. Proiectînd 
vectorii ce caracterizează fi ecare corp pe 

Fig. 2.34

тр.
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axele de coordonate alese și luînd în consi de ra re că |T1| =|T2| =T și |a1| =|a2| =a , siste-
mul (2.36, c) are aspectul 

  (2.37, c)

Deoarece G = mg, din ecuaţia a treia a sistemului (2.37, c) avem N = m1g cos și după 
adunarea primelor două ecuaţii se determină acceleraţia sistemului de corpuri:

a = g 


.

Din relaţie se observă că mișcarea corpurilor în condiţiile acestei probleme are loc 
dacă se îndeplinește condiţia:

m2 ≥ m1 (sin  + cos ).

Dacă introducem valoarea acceleraţiei a în ecuaţia a doua a sistemului (2.37, c), 
obţinem valoarea forţei de tensiune a fi rului:

T = 


.

III. Determinaţi acceleraţiile corpurilor cu masele m1 și m2 și 
forţa de tensiune din fi r în sistemul de scripeţi din fi gura 2.35. Se 
consideră că frecarea în scripeţi și masele lor sînt neglijabile, 
iar fi rul este ideal.

Rezolvare. În sistemul cercetat acţionează forţele de greu-
tate G1 = m1g, G2 = m2g și forţele de tensiune din fi re T1, T2 și T3, 
egale în modúl, arătate în fi gura 2.35. Ecuaţiile (2.36, a) pentru 
corpurile cu masele m1 și m2 au aspectul 

 
(2.36, d)

Deoarece toate forţele și acceleraţiile sînt orientate pe verti-
cală, în acest caz este mai comod să se facă proiecţiile vectorilor 
din ecuaţiile (2.36, d) pe direcţia mișcării și obţinem 

 (2.37, d)

Întrucît corpul cu masa m1 parcurge în același timp o distanţă de 2 ori mai mare decît 
corpul cu masa m2, rezultă că a1= 2a2 și din (2.37, d), după unele transformări simple, avem 
soluţia 

a2=   g;   a1= 2a2 ;  T =  .

Fig. 2.35
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IV. Un automobil cu masa m se mișcă uniform cu viteza v pe un pod: a) concav; 
b) convex cu raza de curbură R (fig. 2.36). Cu ce forţă apasă automobilul pe mij-
locul podului?

Rezolvare. Asupra automobilului acţionează forţele: de greutate  G, de reacţiune 
normală a podului N, de tracţiune Ft (forţa de frecare ce acţionează asupra roţilor din 
partea podului) și de rezistenţă din partea  mediului Fr , sub acţiunea cărora automobilul 
se mișcă cu viteza v constantă.   

Ecuaţia (2.36, a) în ambele cazuri are aspectul 

 (2.36, e)

La mișcarea pe traiectoria de rază R automobilul posedă o acceleraţie centripetă 
a v2/R, orientată întotdeauna spre centrul de curbură (fi g. 2.36). Dacă alegem un 
sistem de coordonate comun pentru ambele cazuri, atunci pentru podul concav 
ecuaţia (2.36, e) în proiecţii pe axele de coordonate are forma 

 (2.37, e)

Întrucît G  mg, din (2.37, e) pentru forţa de apăsare asupra podului concav, egală 

în modúl cu reacţiunea normală a podului, obţinem N = m .

După cum se observă din fi gura 2.36, unica deosebire dintre cele două situaţii constă 
în orientarea opusă a acceleraţiei centripete. Atunci forţa de apăsare asupra podului 
convex se obţine din relaţia pentru cel concav prin înlocuirea semnului „+” din faţa 

acceleraţiei centripete    cu semnul „–”. Așadar, N = m .

Din ultima relaţie se observă că pentru viteza v = √
—
gR  forţa de apăsare asupra po-

dului este egală cu zero și automobilul se afl ă în stare de imponderabilitate.

PROBLEME

1. Pe o masă netedă se afl ă două corpuri cu masele m1 = 1 kg şi m2 = 3 kg, legate cu un fi r ideal. 
Asupra lor acţionează, respectiv, forţele  F1 = 7 N  şi  F2 = 10 N, orientate în sensuri opuse 
de-a lungul fi rului. Neglijînd frecarea, determinaţi acceleraţia corpurilor.

O

Fig. 2.36
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2. Un corp cu masa m = 60 kg se deplasează în sus pe un plan înclinat cu unghiul de înclinare 
= 30ο.  Coefi cientul de frecare este μ = 0,05.  Determinaţi acceleraţia corpului, dacă asupra 
lui acţionează în direcţia mişcării o forţă F = 600 N paralelă cu baza planului înclinat.

3. Două corpuri cu masele m1 = 3 kg şi m2 = 2 kg sînt legate între ele cu un fi r ideal trecut peste 
un scripete fi xat în vîrful unei prisme, ale cărei feţe formează două plane înclinate. Determinaţi 
acceleraţia corpurilor, dacă unghiurile de la baza planelor înclinate sînt, respectiv, 1 = 60ο şi 
2 = 30ο, iar coefi cientul de frecare la alunecarea lor μ = 0,2.

4. Peste un scripete de masă neglijabilă şi fără frecări este trecut un fi r ideal, la capetele căruia 
sînt legate două corpuri cu masele  m1 = 4 kg şi m2 = 4,1 kg. Care este tensiunea din fi r şi cu 
cît se deplasează corpurile unul faţă de altul în timp de 3 s, dacă în starea iniţială corpurile se 
afl au în repaus?

5. Un corp cu masa m = 0,2 kg este legat la capătul unui fi r ideal cu lungimea l = 40 cm şi se 
roteşte într-un plan vertical cu viteza  v = 2,5 m/s. Determinaţi forţa de tensiune din fi r cînd 
corpul se afl ă în punctele superior şi inferior ale traiectoriei.

2.8O  PRINCIPIUL RELATIVITĂŢII AL LUI GALILEI

Problema relativităţii mișcării mecanice a corpurilor a fost abordată în cadrul ci-
nematicii (par. 1.6). S-a stabilit că mișcarea mecanică este relativă: traiectoriile corpu-
rilor depind de sistemul de referinţă ales și în sisteme diferite pot avea forme diferite; 
vitezele corpurilor, de asemenea, depind de sistemul de referinţă în raport cu care este 
considerată mișcarea și satisfac legea compunerii vitezelor (1.16).

Aici problema relativităţii mișcării va fi  cercetată din punctul de vedere al dinami-
cii, vor fi  stabilite condiţiile în care formularea principiului fundamental al dinamicii 
rămîne aceeași în sisteme de referinţă diferite.

Considerăm un sistem de referinţă inerţial S a cărui parte componentă este sistemul 
de coordonate Oxyz. Considerăm și un al doilea sistem de referinţă Ś , din care face 
parte sistemul de coordonate O x́ ý́ ź . Referitor la sistemul Ś , admitem următoarele: 
sistemul Ś  se mișcă în raport cu sistemul  S  cu o viteză constantă u paralelă la axa Ox și la 
momentul iniţial de timp t0 = t0́  = 0, comun pentru ambele sisteme, axele de coordonate 
respective coincid (O x́  ́cu Ox, O ý́ cu Oy  și O ź́  cu Oz). 

La această mișcare axa O x́  ́alunecă pe axa Ox, axa O ý́  rămîne paralelă cu Oy, iar 
O ź́  – paralelă cu Oz (fi g. 2.37). Mișcarea sistemului de coordonate O x́ ý́ ź  este o 
mișcare de translaţie.

Să analizăm mișcarea unui punct ma-
terial M în raport cu aceste două sisteme 
de referinţă și să stabilim relaţiile dintre 
caracteristicile corespunzătoare ale miș-
cării lui. Poziţia punctului material în 
raport cu sistemul S este determinată de 
coordonatele x, y, z, iar în raport cu siste-
mul Ś  – de coordonatele  x ,́ y ,́ ź . Poziţiile 
punctului material în sistemele S și Ś  pot fi  
determinate și folosind vectorii de poziţie 
r și r´(fi g. 2.37).

Timpul și spaţiul sînt absolute: intervalul 
de timp dintre două evenimente este unul Fig. 2.37
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și același în ambele sisteme de referinţă, iar distanţa dintre două puncte fi ind aceeași 
în ambele sisteme.

Originea timpului în S și Ś  este comună:  t0 = t0́  = 0. Intervalele de timp Δt= t− t0= t  
și Δt́ = t́ − t0́ = t́ . Din egalitatea intervalelor Δt=Δt́  rezultă egalitatea momentelor de 
timp t = t́ .

Originea O  ́se mișcă rectiliniu uniform cu viteza u, deci vectorul deplasare OO =́ut 

și distanţa parcursă |OO´|=ut . Din fi gura 2.37 se observă că  

x = OM2 = OO´+O´M2 = ut+ x ,́ y = M1M = y  ́și  z = M1M2 = z .́

Astfel, s-au obţinut următoarele relaţii dintre coordonate și timp în cele două sis-
teme de referinţă:

 
(2.38)

Formulele (2.38) se numesc transformările lui Galilei. Ele permit să se determine 
mișcarea punctului material în sistemul S atunci cînd este cunoscută mișcarea lui în 
sistemul Ś  și invers.

Transformările lui Galilei pot fi  scrise într-o formă mai compactă, trecînd la vectorii 
de poziţie:

 (2.39)

Relaţiile (2.39) au un caracter mai general decît (2.38) și sînt valabile pentru orien-
tări arbitrare ale vitezei constante u, în timp ce relaţiile (2.38) se referă doar la cazul 
particular al vitezei u paralele cu axa Ox.

Să stabilim relaţia dintre viteza  v =   a punctului M în raport cu sistemul S și vi-

teza v´=  =  în raport cu sistemul Ś . La scrierea ultimei relaţii s-a ţinut seama de 

egalitatea intervalelor de timp Δt = Δt́ . Deplasările punctului M în intervalul de timp 

Δt = t2– t1 faţă de sistemele S și Ś  sînt Δr = r2−r1  și Δr ́ = r2́ −r1́ . În acord cu relaţiile 

(2.39) avem  

Δr = r2 −r1 = (r2́ + ut2)−(r1́ + ut1) = r2́ − r1́ + u(t2– t1) 
sau 

 (2.40)

Această relaţie arată că deplasările punctului material în raport cu sistemele de 
referinţă S și Ś  sînt diferite.

Împărţind termenii egalităţii (2.40) la intervalul de timp, căpătăm relaţia dintre viteze:

 (2.41)

S-a obţinut din nou legea clasică de compunere a vitezelor (1.16).
Prin urmare, coordonatele, vectorii de poziţie, deplasările și vitezele punctului ma-

terial în cele două sisteme de referinţă sînt diferite, adică reprezintă mărimi relative.
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Considerăm viteza relativă  vAB  a punctului material A în raport cu un alt punct B. Ea 
este egală cu  vAB = vA – vB . Din această expresie rezultă   vA = vAB + vB  – viteza  vA  a punctului 
A în raport cu un sistem de referinţă este egală cu viteza sa  vAB  în raport cu punctul B (vi-
teza relativă) plus viteza punctului B în raport cu același sistem de referinţă (vezi par. 1.6).

Pentru viteza relativă în sistemul S avem: 

vAB = vA – vB = (v Á + u) – (v B́ + u) = v Á – v B́ .  

Aici  v Á – v B́ = vAB  este viteza relativă în sistemul Ś . Deci 

 (2.42)

Viteza relativă este aceeaşi în ambele sisteme de referinţă, S şi Ś .

Stabilim relaţia dintre acceleraţiile a =  și a´ =  ale punctului material faţă de sis-

temul  S și, respectiv, S´. Din formula (2.41), determinăm relaţia dintre variaţiile vitezelor:

Δv  = v2 – v1 = (v 2́ + u) – (v 1́ + u) = v 2́ – v 1́ = Δ v  ́.

Împărţind termenii ultimei egalităţi la intervalul de timp  t, obţinem relaţia dintre 
acceleraţii:

 (2.43)

Acceleraţiile punctului material în raport cu sistemele de referinţă S şi Ś  sînt egale 
între ele.
Sistemul S a fost considerat inerţial. În raport cu el corpul liber se mișcă rectiliniu 

și uniform sau se afl ă în stare de repaus. Acceleraţia lui a  = 0. Din (2.43) rezultă a  ́= 0; 
prin urmare, corpul liber se mișcă rectiliniu uniform sau se afl ă în repaus și în raport 
cu sistemul Ś . Astfel, în Ś  are loc principiul inerţiei, adică sistemul Ś  este un sistem 
de referinţă inerţial.

Orice sistem de referinţă afl at în mişcare de translaţie cu viteză constantă în raport 
cu un sistem inerţial este, de asemenea, un sistem de referinţă inerţial.
Viteza constantă u poate lua orice valori și poate fi  orientată în orice direcţii. Con-

chidem că există o infi nitate de sisteme de referinţă inerţiale.
Dacă sistemul Ś  se mișcă accelerat faţă de un sistem inerţial, atunci el este sistem 

neinerţial (a  ≠ a  ́). 
Acum să  cercetăm formularea principiului fundamental al dinamicii în diferite 

sisteme de referinţă inerţiale și să răspundem la întrebarea: se modifi că formularea 
acestui principiu la trecerea de la un sistem inerţial la altul sau nu?

Admitem că sistemul inerţial S este legat cu Pămîntul. În el expresia matematică a 
principiului fundamental este cea cunoscută:

 (2.44)

Să obţinem expresia respectivă în sistemul inerţial Ś . 
Relaţia dintre acceleraţii este dată de formula (2.43).
După cum s-a menţionat, masa corpului este o mărime constantă și nu depinde 

de viteză, dacă aceasta este mult mai mică decît viteza luminii în vid. În mecanica 
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newtoniană se iau în considerare anume astfel de viteze. Prin urmare, masa corpului 
în S și Ś  este una și aceeași:

. (2.45)

Forţele din natură pot depinde de următoarele mărimi: distanţa dintre corpurile 
în interacţiune (de exemplu, forţa de atracţie universală), viteza relativă a corpurilor 
(de exemplu, forţa de frecare, forţa de rezistenţă din partea mediului în care el se 
mișcă), timpul (de exemplu, forţa ce acţionează între două corpuri electrizate ale căror 
sarcini variază în timp). Observăm că mărimile de care depind forţele nu se modi-
fi că la trecerea de la un sistem inerţial la altul, în cazul de faţă de la sistemul S la  Ś . 
Aceasta ne permite să conchidem că și forţele nu se modifi că la astfel de trecere, adică 

 (2.46)

Substituind (2.43), (2.45) și (2.46) în expresia (2.44), obţinem 

 (2.47)

Principiile mecanicii clasice (newtoniene) îşi păstrează forma la trecerea de la un 
sistem de referinţă inerţial la altul. 
Acesta este principiul relativităţii formulat de Galilei. În conformitate cu acest prin-

cipiu, toate sistemele de referinţă inerţiale sînt echivalente din punct de vedere 
mecanic.

Să ilustrăm această concluzie cu un exemplu. Admitem că vă afl aţi într-o cameră 
închisă care se poate mișca rectiliniu uniform în raport cu Pămîntul. Efectuînd expe-
rimente mecanice în interiorul camerei (ea prezintă un sistem de referinţă inerţial), nu 
veţi reuși să stabiliţi dacă ea se mișcă sau nu și care este viteza ei. Anume o interpretare 
de acest gen a principiului relativităţii a fost propusă de către Galilei.

ÎNTREBĂRI

1. Cum sînt deplasările, vitezele şi acceleraţiile punctului material în raport cu două sisteme de 
referinţă inerţiale?

2. Un corp care se afl ă în repaus faţă de un sistem de referinţă inerţial se mişcă rectiliniu uniform 
accelerat în raport cu un al doilea sistem de referinţă. Este al doilea sistem de referinţă inerţial? 
Argumentaţi răspunsul.

3. Acceleraţia unui punct material este aceeaşi în raport cu două sisteme diferite de referinţă. 
Putem afi rma că aceste sisteme sînt inerţiale? Argumentaţi răspunsul.

4. Două sisteme de referinţă  Ś  şi  Ś śe deplasează cu viteze constante, dar diferite, în raport cu 
un sistem inerţial S . Diferă oare formele principiilor dinamicii în sistemele Ś  şi Ś ?́
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C a p i t o l u l  III

ELEMENTE DE STATICĂ 

3.1  ECHILIBRUL DE TRANSLAŢIE AL RIGIDULUI

După cum știţi din cinematică, la mișcarea de translaţie a solidului rigid, dreapta 
imaginară care trece prin două puncte oarecare ale lui rămîne paralelă cu ea însăși. Din 
această defi niţie a mișcării de translaţie și din faptul că distanţele dintre punctele rigidului 
nu se modifi că în timpul mișcării reiese că toate punctele lui efectuează deplasări egale în 
intervalul de timp considerat. Ca urmare, la orice moment punctele rigidului au viteze 
egale, deci și acceleraţii egale. Aceasta permite folosirea modelului de punct material 
pentru rigidul în mișcare de translaţie, chiar dacă dimensiunile acestuia nu sînt neglijabile.

Din cele expuse rezultă că pentru rigidul în mișcare de translaţie sînt valabile aceleași 
condiţii de echilibru ca și pentru un punct material.

În conformitate cu principiul inerţiei, punctul material se afl ă în repaus sau se mișcă 
rectiliniu uniform atunci cînd asupra lui nu acţionează nicio forţă sau cînd rezultanta 
forţelor este egală cu zero.

Astfel, condiţia de echilibru a unui punct material sau a unui rigid în mișcare de 
translaţie este 

� R = F1 + F2 + ... + Fn = 0, (3.1)

unde R este rezultanta forţelor F1, F2, ... Fn  care ac-

ţionează asupra punctului material sau a corpului 
rigid.

Considerăm un exemplu concret: echilibrul unei 
bile mici încărcate cu sarcină electrică pozitivă q0 

(fi g. 3.1, a). Asupra ei acţionează forţa de greutate G 
și forţele electrice de respingere Fe1 și Fe2 din partea a 
două bile identice, încărcate cu sarcini egale și de același 
semn. Condiţia de echilibru în cazul de faţă ia forma

G + Fe1 + Fe2 = 0.

a)

э э

б)

в)

э

э

э

э

Fig. 3.1
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Pentru a aduna vectorii forţă construim vectorul G, apoi construim vectorul Fe1  
cu originea în extremitatea vectorului G și vectorul Fe2 cu originea în vîrful lui Fe1. Se 
obţine un poligon închis – în cazul nostru, un triunghi (fi g. 3.1, b). Un rezultat analog 
se obţine la adunarea vectorilor în orice altă succesiune (fi g. 3.1, c). Această construcţie 
grafi că și obţinerea unei linii frînte închise corespunde  relaţiei (3.1).

În majoritatea cazurilor, corpul din stare de echilibru se afl ă în contact cu alte cor-
puri – fi re, tije, corpuri cu suprafeţe plane, cilindrice sau de alte forme. Aceste corpuri 
limitează mișcarea corpului considerat și poartă numele de corpuri de legătură sau, 
mai simplu, legături.

Legăturile acţionează asupra corpului considerat cu forţe oarecare, numite forţe de 
reacţiune sau forţe de legătură. Aceste forţe depind de restul forţelor care acţionează 
asupra corpului considerat.

Analizăm un exemplu: o bilă mică, 
încărcată cu sarcină electrică pozitivă, 
este suspendată de un fi r subţire de mă-
tase (fig. 3.2). În cazul reprezentat în 
figura 3.2, a din condiţia de echilibru 
Ta + G = 0 sau Ta = – G obţinem valoarea 
tensiunii fi rului |Ta|= |G|.

Admitem că sub bila suspendată este 
situată o altă bilă încărcată negativ în 
fi gura 3.2, b și pozitiv în fi gura 3.2, c. 
Ţi   nînd seama de semnele sarcinilor, 
reprezentăm forţele electrice  și  care 
acţionează asupra bilei suspendate 
(fig. 3.2, b și c). Procedînd ca în cazul 
precedent, determinăm valorile ten-
siunilor în fi r Tb G  Fe și Tc G – Fé . 
Astfel, valoarea forţei de reacţiune – tensiunea fi rului – în aceste trei cazuri rămîne 
verticală, dar ia valori diferite. Tensiunea în fi r poate avea și o altă direcţie, diferită de 
cea verticală (fi g. 3.2, d).

Condiţia de echilibru al punctului material supus legăturilor rămîne aceeași (3.1), 
dar conţine toate forţele ce acţionează asupra acestui punct, inclusiv reacţiunile legă-
turilor. În majoritatea problemelor de echilibru al punctului material (de echilibru, de 
translaţie a rigidului) se cere tocmai determinarea acestor reacţiuni.

În unele cazuri, direcţiile forţelor de 
reacţiune sînt cunoscute, ele depinzînd 
de corpul ce realizează legătura, și anume 
direcţia reacţiunii coincide cu direcţia 
în care mișcarea punctului material este 
limitată de legătura dată. Astfel, fi rul 
împiedică înde părtarea bilei de punctul 
de suspensie O (fi g. 3.2), reac ţiunea lui 
– tensiunea – este orientată de-a lungul 
fi rului spre punctul de sus pensie. În cazul 

d

O O OO

Fig. 3.2

a) б)
Fig. 3.3
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cînd legătu rile sînt realizate de tije articulate la ambele capete, reacţiunile sînt orientate de-a 
lungul tijelor. Sensul lor depinde însă de starea de deformaţie în care se afl ă tija (fi g. 3.3, a): 
comprimată (tija BC) sau alungită (tija AB). În fi ne, în cazul cînd legătura este realizată 
de un corp cu suprafaţă plană (în punctul A din fi g. 3.3, b) sau corpul considerat are o 
suprafaţă plană ce vine în contact cu corpul de legătură (punctul B din fi g. 3.3, b), forţa 
de reacţiune este normală la suprafaţa plană.

Determinarea reacţiunilor în legături sau a unor forţe necunoscute care acţionează 
asupra corpului rigid afl at în echilibru poate fi  realizată prin metodă grafi că sau prin 
metodă analitică. Metoda grafi că necesită construirea poligonului forţelor la o scară 
aleasă și determinarea mărimilor necunoscute din el.

Mult mai frecvent se folosește metoda analitică. În această metodă se alege cît mai 
convenabil sistemul de coordonate (cît mai multe forţe să fi e orientate de-a lungul axe-
lor lui), apoi se trece de la ecuaţia vectorială (3.1) la ecuaţiile scalare pentru proiecţiile 
forţelor:

F1x + F2x + ... + Fnx = 0,
F1y + F2y + ... + Fny = 0,

 F1z + F2z + ... + Fnz = 0.  
(3.2)

Aceste trei condiţii scalare de echilibru (3.2) sînt echivalente cu condiţia vectorială (3.1).
Pentru simplitate, în cazul sistemului plan de forţe se alege o axă (de obicei, Oz) 

perpendiculară pe planul în care se situează forţele, astfel încît în cea de-a treia 
ecuaţie (3.2) toţi termenii sînt nuli. Sistemul (3.2) se reduce la un sistem cu numai 
2 ecuaţii.

PROBLEME REZOLVATE  

1.  Un felinar de stradă, de masă m = 12 kg, este suspendat cu ajutorul tijei orizontale AB, articulate 
la capătul A, şi al cablului BC care formează cu tija un unghi  = 30o (fi g. 3.4). Să se determine forţa 
ce întinde cablul şi forţa ce comprimă tija.

  REZOLVARE 

Reprezentăm în fi gura 3.5 sistemul de forţe aplicate în punctul B: forţa de 
greutate G = mg a felinarului, tensiunea T din cablu şi reacţiunea RAB a tijei. 
Punctul de suspensie B se afl ă în repaus, deci, conform condiţiei de echilibru de 
translaţie (3.1), suma forţelor ce acţionează asupra lui este nulă: T + RAB + G = 0.

Luăm axele de coordonate, aşa cum este indicat în fi gura 3.5, şi trecem de la 
ecuaţia vectorială la ecuaţiile pentru proiecţiile forţelor pe aceste axe:

pe axa  Bx T cos  – RAB = 0,

pe axa  By T sin  – G = 0.

Din cele două ecuaţii, care reprezintă condiţiile 

de echilibru, găsim: T = 
G

sin = 
mg

sin; T = 240 N 

şi RAB = T cos ; RAB = 208 N. În conformitate cu 
principiul acţiunii şi reacţiunii, forţele deformatoare sînt 
egale în modúl cu forţele de reacţiune ale legăturilor. 
Prin urmare, forţa ce întinde cablul este egală cu ten-
siunea din el T = 240 N, iar forţa ce  comprimă tija – cu 
reacţiunea acesteia RAB = 208 N.

Fig. 3.4 Fig. 3.5

Se dă:

m = 12 kg,

 = 30o

T – ?, RAB – ?
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2.  Un aerostat de greutate G = 2 500 N este menţinut la sol cu ajutorul unui cablu (fi g. 3.6), 
care pe timp cu vînt formează cu suprafaţa Pămîntului un unghi  = 60o. Să se determine forţa 
arhimedică ce acţionează asupra aerostatului şi forţa orizontală cu care vîntul acţionează asupra 
lui, dacă tensiunea din cablu este T = 3 000 N.

  REZOLVARE
Asupra aerostatului acţionează forţele următoare (fi g. 3.7): forţa de greutate 
G, forţa arhimedică FA, orientată vertical în sus, tensiunea T din cablu şi forţa 
vîntului Fv. Condiţia de echilibru al acestui sistem de forţe este 

G + FA + T + Fv = 0.
În proiecţie pe axele de coordonate, alese aşa cum este reprezentat în fi gură, 
obţinem două ecuaţii scalare:
pe axa Ox – T cos  + Fv = 0,
pe axa Oy – G + FA – T sin  = 0.

 Determinăm forţele necunoscute: Fv = T cos  şi FA = G + T sin . Valorile lor sînt Fv = 2 595 N 
şi FA = 4 000 N.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME  
1. Cum înţelegeţi afi rmaţia că un corp se afl ă în echilibru de translaţie?

2.  Un corp se afl ă în echilibru dinamic de translaţie în raport cu un sistem inerţial de referinţă. 
Cum trebuie ales un alt sistem de referinţă, încît faţă de acesta corpul considerat să se afl e în 
echilibru static?

3. Care este condiţia de echilibru al unui rigid în mişcare de translaţie?

4. Ce corpuri se numesc corpuri de legătură?

5. Cum este orientată reacţiunea unei tije articulate? De ce depinde sensul 
acesteia?

6. O greutate de masă m = 60 kg este suspendată de un cablu a cărui 
tensiune de rupere este Tr = 1176 N. La capătul cablului de care atîrnă 
greutatea este aplicată o forţă orizontală F (fi g. 3.8). Determinaţi unghiul 
minim  pe care-l poate forma cablul cu orizontala şi valoarea forţei F 
ce corespunde acestui unghi.

7. Un felinar ce iluminează partea carosabilă a unei străzi este suspendat la mijlocul 
unui cablu de lungime l = 30 m. Punctul de care este suspendat felinarul se afl ă 
cu h = 1,2 m mai jos de punctele în care capetele cablului sînt fi xate pe stîlpii de 
susţinere. Determinaţi tensiunea în cablu, dacă masa felinarului m = 16 kg.

8. O sferă de masă m = 2,4 kg şi rază r = 6 cm este suspendată de un fi r de lungime 
l = 24 cm, celălalt capăt al fi rului fi ind fi xat într-un punct al unui perete vertical 
neted (fi g. 3.9). Care este tensiunea în fi rul de suspensie şi forţa cu care sfera apasă 
asupra peretelui?

α

Fig. 3.8

Fig. 3.9

l

r

Se dă:

G = 2 500 N,

 = 60o,

T = 3 000 N

FA – ?, Fv – ?

Fig. 3.6 Fig. 3.7

в



85

EL
EM

EN
TE

 D
E 

ST
AT

IC
Ă

3.2O  MOMENTUL FORŢEI. ECHILIBRUL DE ROTAŢIE AL RIGIDULUI

Să efectuăm următorul experiment. 
Luăm două scînduri avînd fi ecare un scri-
pete la unul din capete (planele folosite la 
studierea frecării). Le așezăm una lîngă alta, 
cu scripeţii în părţi opuse. Pe ele situăm o 
bară de lemn, în care sînt bătute două cuie, 
astfel încît firele legate de cuie și trecute 
peste scripeţi să fi e paralele (fi g. 3.10). Cu 
o mînă menţinem bara fi xă, iar de capete-
le libere ale fi relor, trecute peste scripeţi, 
suspendăm corpuri de mase egale. Astfel, 
asupra barei acţionează două forţe F1 și F2 

care au module egale, drepte-suport parale-
le și sensuri contrare (fi g. 3.11, a). Sistemul de forţe de acest fel este numit cuplu de forţe. 
Distanţa dintre dreptele-suport ale forţelor ce constituie cuplul este numită braţ al cuplului. 
Conform defi niţiei cuplului F1 + F2 = 0, rezultanta forţelor ce constituie un cuplu este nulă.

Bara se eliberează, dar ea nu rămîne în repaus. Ea se rotește și ajunge în poziţia în 
care forţele F1 și F2 au o dreaptă-suport comună (fi g. 3.11, b).

Acest experiment demonstrează urmă-
toarele: condiţia de echilibru (3.1) (condiţia 
ca rezultanta să fi e nulă) nu este sufi cientă 
pentru ca un corp să se afl e în echilibru, 
deoarece nu exclude mișcarea de rotaţie.

Pentru a stabili condiţia de echilibru al 
mișcării de rotaţie, efectuăm un experiment 
în care folosim discul cu ace și cu axă de 
rotaţie. Fixăm pe disc o coală de hîrtie și 
realizăm o stare de echilibru de rotaţie 
asemenea celei reprezentate în fi gura 3.12, a. 
Cu un creion marcăm pe hîrtie direcţiile 
fi relor de care sînt suspendate corpurile. 
Scoatem coala de hîrtie de pe disc, construim drepte-suport ale forţelor (prelungim 
direcţiile fi relor). Măsurăm distanţele d1, d2, d3 de la axa de rotaţie pînă la aceste drepte. 

Forţa G1 ar roti discul în sens trigonometric (antiorar), iar forţele G2 și G3 – în sens 
orar (fi g. 3.12, b). Calculăm mărimile G1d1 și G2d2 + G3d3. Observăm că ele satisfac 
condiţia
 G1d1 = G2d2 + G3d3. (3.3)

Mărimea d egală cu distanţa dintre axa de rotaţie şi dreapta-suport a forţei se numeşte 
braţ al forţei în raport cu această axă.
Introducem mărimea numită moment al forţei în raport cu axa de rotaţie

 M = ±F · d. (3.4)

Ea este egală ca valoare cu produsul dintre forţă și braţul ei. Convenţional, se ia sem-
nul „plus” cînd forţa ar roti corpul în sens antiorar (trigonometric) și semnul „minus” 
atunci cînd ea l-ar roti în sens orar.

Fig. 3.12
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Fig. 3.10

Fig. 3.11
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În cazul experimentului reprezentat în fi gura 3.12 momentele forţelor de greutate sînt 
M1  G1d1, M2  – G2d2 și M3  – G3d3, iar condiţia (3.3) se scrie astfel:

 M1 – M2 – M3 = 0. (3.5)

În caz general, condiţia echilibrului de rotaţie al unui corp rigid este

 M1 + M2 + … + Mn = 0. (3.6)

Un corp rigid se afl ă în echilibru de rotaţie atunci cînd suma algebrică a momentelor 
tuturor forţelor în raport cu axa de rotaţie este egală cu zero.
Deci un corp rigid se afl ă în echilibru în raport cu un sistem de referinţă inerţial nu-

mai atunci cînd se respectă ambele condiţii de echilibru – pentru mișcarea de translaţie 
(3.1) și pentru mișcarea de rotaţie (3.6):

F1 + F2 + ... + Fn = 0,
 M1 + M2 + ... + Mn = 0. 

(3.7)

Menţionăm că pentru un sistem plan de forţe alegerea axei de rotaţie care este per-
pendiculară pe acest plan poate fi  arbitrară, dacă rezultanta acestor forţe se egalează cu 
zero. De aceea axa de rotaţie, în raport cu care se calculează suma momentelor forţelor, 
se ia astfel încît momentele unui număr mai mare de forţe să fi e egale cu zero.

PROBLEMĂ REZOLVATĂ  

 O bară omogenă AB de masă m = 24 kg şi lungime l = 2 m se 
sprijină de podeaua netedă şi se reazemă de muchia C situată 
la înălţimea h = 1,5 m deasupra podelei. Bara formează unghiul 
 = 60o cu podeaua şi este susţinută de cablul orizontal AD întins 
aproape de podea, paralel cu ea (fi g. 3.13). Determinaţi tensiunea 
cablului, reacţiunea podelei şi reacţiunea muchiei C.

  REZOLVARE

Asupra barei acţionează forţa de greutate 
mg , reacţiunea N  normală pe podea, 
reacţiunea muchiei R perpendiculară pe 
bară şi tensiunea fi rului T (fi g. 3.14). Condiţia 
pentru echilibrul de translaţie al barei im-

pune mg + N + R + T = 0. 

Făcînd proiecţia pe axele de coordonate 
indicate în fi gura 3.14, obţinem

pe axa Dx R sin  – T = 0;  (1)

pe axa Dy –mg + N + R cos  = 0.  (2)

 Celor două ecuaţii cu trei mărimi necunoscute (N, R şi T) o alăturăm 
pe a treia, care exprimă condiţia pentru echilibrul de rotaţie. Egalăm 
cu zero suma momentelor forţelor în raport cu axa ce trece prin A, 
perpendicular pe planul fi gurii. Momentele reacţiunilor N şi T în 
raport cu această axă sînt nule. Astfel obţinem o ecuaţie cu o singură 
necunoscută:

  mg · l
2

 · cos  – R · AC = 0. (3)

Se dă:
m = 24 kg,
l = 2 m, 
h = 1,5 m,
 = 60o

T – ?, N – ?, R – ?

Fig. 3.14

Fig. 3.13
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 Distanţa AC = 
h

sin ; prin urmare, ecuaţia se transcrie sub forma mg 
l

2
 cos  – R 

h

sin 
 = 0.

 Exprimăm reacţiunea muchiei

 R = 
mgl sin cos

2h
; R = 69,2 N.

 Apoi din ecuaţia (1) exprimăm tensiunea fi rului T = R sin ; T = 59,9 N. În fi ne, exprimăm 

reacţiunea podelei din ecuaţia (2). Avem N = mg – R cos ; N = 205,4 N.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME  

01. Ce se numeşte braţ al forţei?

02. Cum se defi neşte momentul forţei?

03. Care este condiţia de echilibru al unui rigid cu axă fi xă de rotaţie?

04. Cum se va modifi ca condiţia de echilibru de rotaţie, dacă s-ar adopta o altă convenţie privind 
semnele momentelor forţelor: cele ce ar roti în sens orar ar fi  considerate pozitive, iar cele care 
ar roti în sens trigonometric – negative?

05. Ce sistem de forţe este numit cuplu de forţe?

06. Forţele care constituie un cuplu de forţe au module egale cu F, iar distanţa dintre direcţiile lor 
este d. Calculaţi momentul cuplului, ca suma momentelor forţelor ce-l constituie, în raport cu 
o axă perpendiculară pe planul cuplului. Depinde oare momentul cuplului de poziţia acestei 
axe?

07. O tijă omogenă de masă m = 2 kg şi lungime l = 1,2 m are suspendate de capetele sale două 
corpuri cu masele m1 = 4 kg şi m2 = 6 kg. La ce distanţă de la capătul de care este suspendat 
corpul m1 trebuie să se afl e punctul de sprijin, pentru ca tija să se afl e în echilibru?

08. Un muncitor menţine o scîndură de masă m = 30 kg de un capăt al acesteia, astfel încît scîndura 
formează un unghi  = 30o faţă de orizontală. Care este valoarea forţei aplicate perpendicular 
pe scîndură de către muncitor? Care ar fi  valoarea forţei, dacă aceasta ar fi  verticală?

09. O scară de lungime l = 4 m şi de masă m = 18 kg este sprijinită de un perete vertical neted şi 
formează cu acesta un unghi  = 30o. Pînă la ce înălţime maximă poate urca un om pe scară 
înainte ca aceasta să alunece, dacă coefi cientul de frecare dintre scară şi podea  μ = 0,3, iar 
masa omului este de n = 4 ori mai mare decît masa scării? Cu ce forţă apasă scara asupra 
peretelui atunci cînd omul se afl ă la această înălţime?

10. O tijă omogenă a fost îndoită sub un unghi drept, astfel încît lungimea unei părţi a ei este egală 
cu 1/3 din lungimea tijei. Tija a fost atîrnată cu unghiul drept de un cui. Ce unghi formează 
porţiunea mai scurtă a tijei cu direcţia orizontală?

3.3O  CENTRUL DE GREUTATE AL SISTEMULUI 

DE PUNCTE MATERIALE. CENTRUL DE MASĂ

a. Centrul de greutate. Centrul de masă 

Considerăm un corp rigid ale cărui dimensiuni sînt mult mai mici decît raza Pă-
mîntului. Ne imaginăm corpul divizat într-un număr mare n de volume mici Vi de 
mase egale cu mi. Asupra acestora acţionează forţe de greutate Gi = mi g. Dimensiunile 
corpului fi ind mici, aceste forţe sînt paralele.

Rezultanta forţelor paralele G�= G1 + G2 + ... + Gn  este forţa de greutate a corpului, 
iar punctul de aplicaţie al ei se numeşte centru de greutate al corpului.
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Cunoașterea poziţiei centrului de greutate este deosebit de importantă în tehnică, 
deoarece ea determină stabilitatea clădirilor, a turnurilor, a strungurilor, a barajelor, a 
navelor maritime, a automobilelor etc.

Să determinăm poziţia centrului de greutate al unui sistem de două bile omogene, 
unite cu o tijă subţire. Pentru simplitate, admitem că masa tijei este mult mai mică decît 
masele m1 și m2 ale bilelor, iar razele acestora sînt mult 
mai mici decît lungimea tijei. În acest caz masa tijei se 
neglijează, iar bilele se consideră puncte materiale.

Considerăm că tija are un punct de sprijin C, luat 
astfel încît ea se afl ă în echilibru în poziţie orizontală 
(fi g. 3.15). Notăm reacţiunea sprijinului cu F. Ecuaţiile 
ce exprimă condiţiile de echilibru ale sistemului mecanic 
considerat sînt 
 G1 + G2 + F = 0, (3.8)

 G1d1 – G2d2 = 0. (3.9)

Reacţiunea F este forţa cu care sprijinul acţionează asupra tijei. În conformitate cu 
prin cipiul acţiunii și reacţiunii, tija apasă asupra sprijinului cu forţa R = – F. Ţinînd 
seama de ecuaţia (3.8), obţinem 

  R�= G1 + G2. (3.10)

Deci rezultanta forţelor de greutate G1 și G2 

este aplicată în acel punct, în raport cu care suma 
momentelor acestor forţe este nulă. Astfel, rezul-
tanta forţelor de greutate ale bilelor este aplicată în 
punctul determinat de condiţia de echilibru (3.9).

Deducem formula care permite calcularea 
coordonatelor centrului de greutate al celor două 
puncte materiale (al bilelor) cînd sînt cunoscute 
coordonatele lor. Reprezentăm sistemul conside-
rat în fi gura 3.16 și introducem notaţiile cores-
punzătoare. Din condiţia (3.9) exprimăm raportul 
modulelor forţelor de greutate:

 
G1

G2
 = 

d2

d1

. (3.11)

Triunghiurile dreptunghice CDA și CEB sînt asemenea. Scriem raportul laturilor 
corespun ză toare:
 BC

AC
 = CE

CD
 = BE

AD
.  (3.12)

Din fi gură observăm: BC = d2, AC = d1, CE = x2–xc, DC = xc–x1, BE = y2–yc și AD = yc–y1. 
Relaţiile (3.12) iau forma 

d2

d1

 = 
x2–xc

xc– x1
 = 

y2–yc 
yc–y1

.

Ţinînd seama de relaţia (3.11), putem scrie 

G1

G2

 = 
x2–xc

xc– x1
 și 

G1

G2

 = 
y2–yc 
yc–y1

.

De aici obţinem expresiile coordonatelor centrului de greutate al celor două bile 
(puncte materiale):

Fig. 3.16

Fig. 3.15
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 xc = 
G1x1 + G2x2

G1 + G2 
; yc = 

G1y1 + G2y2

G1 + G2

.  (3.13)

Menţionăm că aceste formule își păstrează forma și în cazul unui sistem din mai 
multe puncte materiale:

 xc  =
G1x1 + G2x2 + ... + Gn xn

G1 + G2 + ... + Gn

; yc = 
G1y1 + G2y2 + ...+ Gnxn

G1 + G2 + ... + Gn

.  (3.14)

O formulă similară poate fi  scrisă și pentru coordonata zc în cazul cînd punctele 
materiale nu se afl ă în unul și același plan.

Substituind G1  m1g și G2  m2 g în formulele (3.13), după simplifi carea prin g, obţinem 

   xc = 
m1x1 + m2x2

m1 + m2

; yc = 
m1y1 + m2y2

m1 + m2

.    (3.15)

Evident, aceleași formule (3.15) se obţin și în cazul cînd asupra punctelor materi-
ale acţionează forţe paralele, ale căror valori sînt proporţionale cu masele: F1 = m1 , 
F2 = m2 2. Deci formulele (3.15) au un caracter mai general decît formulele (3.13).

Punctul C, ale cărui coordonate se determină din formulele (3.15), este numit centru 
de masă al sistemului de puncte materiale.
Această noţiune rămîne aplicabilă și atunci cînd asupra punctelor materiale nu 

acţionează forţele de greutate paralele, de exemplu, în stare de imponderabilitate.

b. Determinarea poziţiei centrului de greutate

Poziţia centrului de greutate al corpului se 
determină mai simplu atunci cînd acesta este 
omogen și are elemente de simetrie. De exemplu, 
inelul, fi gura plană de forma unui paralelogram 
de grosime constantă, sfera, cilindrul, prisma 
dreaptă au centre de simetrie. Centrele de greutate 
coincid cu ele. Menţionăm că centrul de greutate 
poate fi  și un punct ce nu aparţine corpului, ca la 
inel. Trunchiul de con (fi g. 3.17, a) are o axă de 
simetrie OO´ – centrul de greutate al său se afl ă 
pe această axă. Un ciocan (fi g. 3.17, b) are două 
plane de simetrie – P și P´. Centrul de greutate al 
ciocanului se afl ă pe aceste plane de simetrie, adică 
pe linia de intersecţie a lor.

Relativ simplu se determină poziţia centrului 
de greutate al unei plăci triunghiulare omogene 
de grosime constantă. Ne imaginăm triunghiul 
divizat în fîșii înguste paralele cu una din laturile 
lui, de exemplu, cu AD (fi g. 3.18). Centrul de greutate al fi ecărei fîșii se afl ă la mijlocul 
ei, adică centrele de greutate ale tuturor fîșiilor se afl ă pe mediana BE; pe ea se afl ă deci 
și centrul de greutate al triunghiului. Dacă ne-am fi  imaginat triunghiul divizat în fîșii 
paralele cu latura AB, am fi  ajuns la concluzia că centrul de greutate se afl ă pe mediana 
DF. Astfel conchidem că centrul de greutate C al plăcii triunghiulare de grosime con-
stantă se afl ă la intersecţia medianelor. Se știe că acest punct împarte mediana într-un 

Fig. 3.17

O´

O

б)а)

Fig. 3.18
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raport anumit: EC : CB = FC : CD =1 : 2.
Deseori corpul de o formă geometrică mai com-

plicată (fi g. 3.19) poate fi  divizat în corpuri de forme 
mai simple avînd poziţiile centrelor de greutate cu-
noscute. Mai întîi, determinăm poziţiile  centrelor de 
greutate C1 și C2 ale acestora. Considerînd forţele de 
greutate G1 și G2 aplicate în aceste centre, determi-
năm poziţia centrului de greutate al corpului întreg 
cu ajutorul formulelor (3.13).

Poziţia centrului de greutate al fi gurii plane de for-
mă neregulată sau neomogenă se determină, cel mai 
simplu, pe cale experimentală. Corpul se suspendează 
de un fi r. În stare de echilibru, forţa sa de greutate, apli-
cată în centrul de greutate, este echilibrată de tensiunea 
fi rului. Prin urmare, aceste două forţe au o dreaptă-
suport comună. Centrul de greutate se afl ă pe direcţia 
fi rului de suspensie. Trasăm direcţia corespunzătoare 
AA´ pe corp  (fi g. 3.20, a). Experimentul se repetă 
suspendînd corpul în alt punct al său B (fi g. 3.20, b) 
și se trasează pe corp direcţia BB´ a fi rului. Centrul de 
greutate aparţine ambelor direcţii (AÁ  și BB´), deci se 
afl ă în punctul C de intersecţie a lor.

Evident, corpul fi xat în centrul de greutate se afl ă în echilibru în orice poziţie a sa, 
cînd asupra lui acţionează numai forţele 
de greutate.

Cunoașterea poziţiei centrului de 
greutate este necesară pentru a analiza 
stabilitatea corpurilor. Analizăm un 
corp care are o suprafaţă de sprijin, de 
exemplu, un cilindru. Din fi gura 3.21 
se vede că în cazul a) corpul se afl ă în 
echilibru (forţa de greutate este echili-
brată de reacţiunea suportului), iar în 
cazul c) corpul se răstoarnă. În cazul b) 
corpul se afl ă la limita echilibrului, adică 
în echilibru nestabil.

Astfel, corpul cu suprafaţă de spri-
jin se afl ă în echilibru stabil atunci 
cînd verticala coborîtă din centrul de 
greutate trece prin această suprafaţă.

Stabilitatea echilibrului unui corp cu 
mai multe suprafeţe posibile de sprijin depinde de suprafaţa pe care el este așezat. Din 
fi gura 3.22 se vede că la înclinarea corpului cu același unghi , după eliberarea lui, în 
cazul a) corpul se întoarce în poziţia iniţială, iar în cazul b) el se răstoarnă. Echilibrul este 
cu atît mai stabil, cu cît poziţia centrului de greutate al corpului este mai joasă. Ulterior 

б)а)

Fig. 3.20

C C C

б) в)а)

Fig. 3.21

б)а)

Fig. 3.22

Fig. 3.19
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la aceeași concluzie se va ajunge din alte 
considerente.

Dacă un corp are mai multe regiuni 
de contact cu suportul pe care se afl ă, 
atunci rolul suprafeţei de sprijin îl are 
baza de sprijin – suprafaţa limitată de 
conturul obţinut prin unirea punctelor 
celor mai îndepărtate de contact cu 
suportul. În fi gura 3.23 este reprezentată baza de sprijin a unei mese.

PROBLEMĂ REZOLVATĂ  

 Două sfere omogene de raze r şi 2r, confe cţionate din acelaşi material, sînt fi xate în punctul lor 
de tangenţă. Determinaţi poziţia centrului de greutate al sistemului de sfere în raport cu punctul 
de tangenţă al sferelor.

  REZOLVARE 

Reprezentăm sistemul mecanic consi-
derat în fi gura 3.24. Centrul de greutate 
C al sistemului se afl ă pe axa Ox, care 
trece prin linia centrelor C1 şi C2 şi este 
o axă de simetrie.

Masele sferelor sînt m1 = 
4 
3

 πr3ρ şi m2 = 
4 
3

 π(2r)3ρ, 

unde  este densitatea substanţei din care s-au confec-
ţionat sferele.

  Coor do   natele centrelor de greutate ale sferelor sînt x1 = – r  şi  x2 = +2r.

 Folosim formula (3.13) pentru coordonata centrului de greutate: xc = 
G1x1 + G2x2 

G1 + G2

.  Substituind 

mărimile corespunzătoare, obţinem xc = 
5r 

3
.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME  

1. Ce este centrul de greutate al corpului?

2. Care noţiune este mai generală: centrul de greutate sau centrul de masă? Argumentaţi 
răspunsul.

3. În ce caz corpul cu suprafaţă de sprijin se afl ă în echilibru?

4. De la un cilindru omogen de lungime L = 2 m a fost tăiat un capăt de lungime  l = 0,4 m. În 
ce sens şi cu cît s-a deplasat centrul de greutate al cilindrului?

5. Două sfere de raze  r  = 10 cm, una din aluminiu şi a doua din cupru, sînt fi xate rigid în punctul 
de tangenţă al lor. Determinaţi poziţia centrului de greutate al sistemului de sfere faţă de 
punctul lor de tangenţă. Densitatea aluminiului ρ1 = 2,70 . 103 kg/m3, densitatea cuprului 
ρ2 = 8,96 .  103 kg/m3.

6. O fi gură de forma celei reprezentate în fi gura 3.19 este tăiată dintr-o foaie de tablă. Determinaţi 
coordonatele centrului ei de masă, dacă se cunosc dimensiunile: AB = 12 cm, BD = 20 cm, AE = 
=35 cm.

7. O tijă omogenă a fost îndoită în două părţi egale, care formează între ele un unghi drept. Tija a fost 
suspendată de un capăt cu un fi r. Ce unghi formează partea superioară a tijei cu direcţia orizontală?

Fig. 3.23

Fig. 3.24

Se dă:

R1 = r,
R2 = 2r,
ρ1 = ρ2 = ρ

xc – ?



4.1  IMPULSUL PUNCTULUI MATERIAL. TEOREMA VARIAŢIEI ȘI 

LEGEA CONSERVĂRII IMPULSULUI PUNCTULUI MATERIAL

Considerăm un corp care poate fi  aproximat cu un punct material. Notăm masa lui 
cu m, iar rezultanta tuturor forţelor care acţionează asupra lui  cu F. În conformitate 
cu principiul fundamental al dinamicii, avem 

 ma = F, (4.1)

unde acceleraţia imprimată de rezultanta F  este a = Δ v
Δt

. Intervalul de timp Δt se con-

sideră destul de mic și pe parcursul lui forţa F rămîne, practic, constantă. Dacă însă forţa 
F este constantă, intervalul  Δt poate lua orice valoare. 

Variaţia vitezei este Δv = v2– v1 , prin urmare, acceleraţia a = 
v2 – v1

Δt
. Substituind 

această expresie în relaţia (4.1), obţinem 

 =�F
mv2 – mv1

Δt
. (4.2)

Introducem o mărime fi zică nouă, notată cu p:

 p = mv. (4.3) 

Mărimea p este numită impuls mecanic al corpului (impuls al corpului ori al 
punctului material) sau cantitate de mișcare.

Impulsul punctului material este egal cu produsul dintre masa şi viteza lui.
Unitatea de impuls este [p] = [m] . [v] = kg . m/s.
Din defi niţia (4.3) observăm că impulsul corpului reprezintă o mărime fi zică vecto-

rială care are aceeași direcţie și sens ca și viteza. Deoarece viteza este relativă, impulsul, 
de asemenea, constituie o mărime relativă, adică dependentă de sistemul de referinţă 
inerţial faţă de care este descrisă mișcarea.
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Substituim p1 = mv1 și p2 = mv2 – impulsurile corpului la momentele t1 și t2, adică la 
începutul și, respectiv, la sfîrșitul intervalului  Δt – în relaţia (4.2):     

 =�F
p2 – p1

Δt
.

Dar p2 – p1 = Δp este variaţia impulsului. Astfel, obţinem 

 =�F
Δp
Δt

. (4.4)

Raportul variaţiei impulsului punctului material la intervalul respectiv de timp este 
egal cu rezultanta forţelor ce acţionează asupra lui.
Relaţia (4.4) poate fi  scrisă:

 Δp = F .Δt. (4.5)

Notăm cu H mărimea fi zică egală cu produsul dintre forţă și durata acţiunii ei:

 H = F .Δt. (4.6)

Această mărime poartă denumirea de impuls al forţei.
Unitatea de impuls al forţei (N · s) este aceeași ca și a impulsului corpului.
În conformitate cu relaţia (4.5), variaţia impulsului punctului material este ega-

lă cu impulsul forţei rezultante aplicate punctului material în intervalul de timp 
corespunzător.

Relaţiile (4.4) și (4.5) sînt două expresii matematice ale aceleiași teoreme a variaţiei 
impulsului punctului material. Aceste două formulări au fost obţinute din principiul 
fundamental al dinamicii dat de relaţia (4.1). Ele au însă un caracter general, aplicîn-
du-se și în cazul corpului de masă variabilă, în timp ce relaţia (4.1) se aplică numai 
corpurilor de masă constantă. Formularea dată de Newton în „Principiile matematice 
ale fi losofi ei naturale” corespunde relaţiei (4.5).

Din relaţia (4.5) observăm că variaţia impulsului corpului este determinată nu numai 
de valoarea forţei aplicate, ci și de durata acţiunii ei. Astfel, o forţă mai puţin intensă, 
acţionînd timp îndelungat, poate produce aceeași variaţie a impulsului corpului ca și 
o forţă de intensitate mare, dar de durată mai mică de acţiune.

Impulsul forţei poate fi  calculat și prin-
tr-o metodă grafi că. Admitem mai întîi că 
forţa este constantă. Construim grafi cul 
forţei pentru intervalul de timp Δt = t2–t1 
în care ea acţionează (fi g. 4.1, a). Obser-
văm că impulsul forţei FΔt = F(t2–t1) este 
numeric egal cu aria dreptunghiului de 
sub grafi cul forţei. 

Impulsul forţei de modúl variabil și de direcţie constantă se calculează ca suma 
impulsurilor acestei forţe pentru mai multe intervale mai mici Δti, în care este divizat 
intervalul (t2–t1). Pe parcursul intervalului mic Δti variaţia forţei este destul de mică, 
astfel încît se poate considera că valoarea ei Fi  rămîne constantă. Impulsul forţei pen-
tru acest interval FiΔti este numeric egal cu aria unei fîșii înguste (fi g. 4.1, b). Adunării 
impulsurilor forţei FiΔti îi corespunde adunarea ariilor tuturor fîșiilor de sub grafi c. 

б)а)

Fig. 4.1
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Rezultă că impulsul forţei este numeric egal cu aria fi gurii delimitate de grafi cul 
forţei, axa timpului și seg   mentele care trec prin extremităţile grafi cului forţei paralel 
la axa ordonatelor (fi g. 4.1).

Admitem că rezultanta F a forţelor aplicate corpului este nulă. Această situaţie se 
constată și în cazul particular al corpului izolat, adică al corpului ce nu interacţio-
nează cu alte corpuri. Substituind F = 0 în relaţia (4.4) sau în (4.5), obţinem Δp = 0. 
Variaţia unei mărimi este nulă atunci cînd această mărime este constantă, în cazul de 
faţă avem p = const.:

 p = const., dacă F = 0. (4.7)

Impulsul punctului material se conservă dacă rezultanta forţelor aplicate lui este 
egală cu zero.
Aceasta este legea conservării impulsului pentru un punct material.
Din legea conservării impulsului (4.7) și din defi niţia lui (4.3) rezultă că viteza 

v = const., adică punctul material se mișcă rectiliniu uniform dacă rezultanta forţelor 
aplicate lui este nulă. Această concluzie arată că legea conservării (4.7) se afl ă în con-
cordanţă cu principiul inerţiei. 

PROBLEME REZOLVATE  

1. Un automobil cu masa m = 1 500 kg se mișcă cu viteza v1 = 9 m/s. La intersecţie automo-
bilul cotește pe o stradă perpendiculară și își mărește viteza  pînă la v2 = 12 m/s. Determi-
naţi variaţia impulsului automobilului. Care ar fi  variaţia impulsului, dacă automobilul și-ar 
mări viteza fără a-și schimba direcţia mișcării?

  REZOLVARE
Impulsul automobilului pînă la intersecţie a fost 

p = mv1, iar după intersecţie a devenit p2 = 
= mv2, vectorul p2 fi ind perpendicular pe p1. Va-

riaţia impulsului automobilului Δp = p2 – p1 

sau p2 = p1 + Δp. Construim vectorii respectivi 

(fi g. 4.2). Din fi gură observăm că: Δp =    p1
2+ p2

2 , 

deci Δp = m   v1
2
 + v2

2 . 

Efectuînd calculele, obţinem pentru variaţia impul sului automobilului valoarea 

Δp = 22 500 kg·m/s. Cînd automobilul nu-și schimbă direcţia mișcării, vectorii p1 și  

p2 sînt coliniari și variaţia impulsului Δṕ  = p2 – p1 = m(v2 – v1); Δṕ  = 4 500 kg·m/s.

2. Un cărucior cu masa m = 27 kg se mișcă 
rectiliniu cu viteza v1 = 2 m/s. La un mo-
ment asupra lui începe să acţioneze, în 
direcţia mișcării sale, o forţă dependen-
tă de timp conform graficului din figu-
ra 4.3. Care este viteza obţinută de că-
rucior în urma acţiunii acestei forţe? Fre-
cările se neglijează.

Se dă: 

m = 1500 kg,

v1 = 9 m/s,

v2 = 12 m/s

Δp – ?, Δṕ – ?
Fig. 4.2

Н

с

Fig. 4.3
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 REZOLVARE
Egalăm variaţia impulsului căruciorului cu impulsul forţei ce acţionează asu-

pra lui m(v2 – v1) = H. De aici exprimăm viteza căutată v2 = v1 + H/m. Valoa-

rea impulsului forţei se determină din fi gura 4.3 ca aria fi gurii de sub grafi c: 

H = 
6 + 12

2
·15 = 135 (N ·s) . Obţinem v2  = 7 m/s.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME  

1. Ce este impulsul unui corp? Cum este orientat?

2. Depinde oare impulsul corpului de sistemul de referinţă ales? Ilustraţi prin exemple.

3. Ce se numeşte impuls al forţei? În ce sens este orientat?

4. Cum se formulează teorema variaţiei impulsului punctului material?

5. Un cărucior cu masa m1 = 18 kg se mişcă  cu  viteza v1 = 6 m/s, iar un alt cărucior cu masa 
m2 = 40 kg se mişcă cu viteza v2 = 1,8 m/s. Impulsul cărui cărucior este mai mare şi de cîte ori?

6. Se ştie că două corpuri cu mase m1 = 1,8 kg şi m2 = 3,2 kg au impulsuri egale. Care este viteza 
v2 a corpului al doilea, dacă viteza primului corp v1 = 4,8 m/s?

7. Un corp cu masa m = 0,4 kg se mişcă pe un cerc, avînd viteza v de valoare constantă 
v = 1,5 m/s. Care este valoarea impulsului corpului? Care este variaţia impulsului acestui 
corp: a) într-o perioadă de rotaţie; b)  într-o jumătate de perioadă; c)  într-un sfert de perioadă; 
d)  în a şasea parte din perioada de rotaţie?

8. Un automobil cu masa m = 1 200 kg se mişcă pe o porţiune rectilinie de drum cu viteza 
v = 15 m/s. La un moment dat el începe să frîneze cu o acceleraţie a cărei valoare este 
a = 2,5 m/s2. Care este impulsul automobilului după  t = 3 s de la începutul frînării?

9. Impulsul unui cărucior este p = 120 kg .m/s. În cît timp el se va opri fi ind acţionat de o forţă 
de frînare Ff = 48 N?

4.2  IMPULSUL SISTEMULUI DE PUNCTE MATERIALE. 

TEOREMA VARIAŢIEI ȘI LEGEA CONSERVĂRII IMPUL SULUI 

SISTEMULUI DE PUNCTE MATERIALE

Fie un sistem de puncte materiale. Notăm masele lor cu m1, m2 , ..., iar vitezele, respectiv, 
cu v1, v2, ... . Impulsurile acestor puncte materiale sînt p1 = m1v1, p2 = m2v2 ... .

Suma impulsurilor tuturor punctelor din componenţa lui se numeşte impuls al siste-
mului de puncte materiale:
 P = p1 + p2 +  ... = m1v1 + m2v2 + ... . (4.8)

Impulsurile p1 , p2, ... sînt mărimi vectoriale, deci suma din defi niţia (4.8) este o sumă 
vectorială.

a. Forţe interne și externe. Proprietatea forţelor interne

Punctele materiale din componenţa sistemului interacţionează atît între ele, cît și cu 
corpurile ce nu fac parte din componenţa lui. Forţele care acţionează asupra punctelor 
materiale ale unui sistem se clasifi că în forţe interne și forţe externe.

Se dă: 

m = 27 kg,

v1 = 2 m/s

v2
 – ? 
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Forţe interne sînt forţele de interacţiune dintre punctele materiale care constituie 
sistemul. Aceste forţe se notează cu doi indici: primul arată punctul material asupra 
căruia se acţionează, iar al doilea punctul ce acţionează cu această forţă. De exemplu, 
F32 este forţa  care acţionează asupra punctului material 3 din partea punctului 2.

Forţele de interacţiune dintre punctele materiale ale sis-
temului cu corpurile ce nu fac parte din el sînt numite forţe 
externe. Notăm cu F1 rezultanta forţelor externe aplicate 
punctului material 1, cu F2  rezultanta forţelor externe care 
acţionează asupra punctului 2 etc.

Să considerăm un sistem din trei puncte materiale, trei 
particule electrizate, și să analizăm forţele interne (fi g. 4.4). 
Admitem că particulele 1 și 3 sînt încărcate cu sarcină 
pozitivă, iar particula 2 cu sarcină negativă. Reprezentăm 
forţele de interacţiune ţinînd seama de faptul că sarcinile  
electrice de același semn se resping, iar cele de semne opuse 
se atrag (fi g. 4.4). Notăm forţele din fi gură după cum este specifi cat în textul de mai sus.

În conformitate cu principiul acţiunii și reacţiunii, forţele de interacţiune dintre 
fi ecare pereche de particule sînt egale în modúl și orientate în sensuri opuse de-a lungul 
dreptei-suport comune:

F12 = – F21, F13 = – F31 și F23 = – F32;
prin urmare,

F12 + F21 = 0, F13 + F31 = 0  și F23+ F32 = 0.

Astfel, putem afi rma că rezultanta forţelor interne dintr-un sistem de puncte 
materiale este egală cu zero. Aceasta este o proprietate caracteristică forţelor 
interne, independentă de natura lor.

b. Teorema variaţiei impulsului sistemului de puncte materiale

Considerăm un sistem din două puncte materiale. Notăm 
impulsurile lor cu p1 și p2 , iar forţele după cum s-a convenit 
mai sus (fi g. 4.5). Asupra fi ecărui punct din sistem acţionează o 
forţă internă și mai multe forţe externe, a căror rezultantă este 
reprezentată în fi gură. Pornind de la aceasta, scriem teorema 
variaţiei impulsului (4.5) pentru fi ecare punct material în parte:

 Δp1 = (F1 + F12)Δt,

 Δp2 = (F2 + F21)Δt. 
(4.9)

Adunăm aceste relaţii, luînd în considerare faptul că rezultanta forţelor interne este 
nulă. Obţinem 

 Δp1 + Δp2 = (F1 + F2)Δt. (4.10)

Deoarece suma variaţiilor impulsurilor este egală cu variaţia sumei lor Δp1 + Δp2 = 
= Δ(p1 + p2) = ΔP, unde P constituie impulsul sistemului, iar F1 + F2 = F este rezultanta 
forţelor externe aplicate celor două puncte, transcriem relaţia (4.10) în forma următoare:

 ΔP = FΔt. (4.11)

Fig. 4.4

Fig. 4.5
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Această relaţie exprimă teorema variaţiei impulsului mecanic al unui sistem de 
puncte materiale.

Variaţia impulsului unui sistem de puncte materiale este egală cu impulsul rezultan-
tei tuturor forţelor externe care acţionează asupra sistemului.
Teorema a fost stabilită pentru un sistem de două puncte materiale. Ţinînd seama 

de proprietatea forţelor interne stabilită mai sus, conchidem că teorema formulată este 
aplicabilă oricărui sistem de puncte materiale.

Din relaţia (4.9) rezultă că forţele interne pot modifi ca impulsul fi ecărui punct ma-
terial în parte, dar din (4.11) observăm că ele nu pot modifi ca impulsul sistemului. Cu 
alte cuvinte, forţele interne modifi că impulsurile punctelor din componenţa sistemului 
astfel încît suma variaţiilor lor este nulă și nu provoacă variaţia impulsului sistemului.

c. Legea conservării impulsului sistemului de puncte materiale. Aplicaţii 

Considerăm cazul în care rezultanta forţelor externe aplicate sistemului este nulă 
(F = 0) sau sistemul este izolat. În acest caz din (4.11) rezultă că variaţia impulsului me-
canic al sistemului de asemenea este nulă (ΔP = 0), ceea ce arată că impulsul P = const. 

Am obţinut legea conservării impulsului mecanic al sistemului de puncte materiale.
Impulsul sistemului de puncte materiale se conservă în timp dacă rezultanta forţelor 
externe aplicate sistemului este nulă:

 P = p1 + p2 + ... = m1v1 + m2v2 + ... = const., dacă F = 0. (4.12)

Legea conservării impulsului mecanic este o lege fundamentală a naturii. Aici ea a 
fost obţinută din principiile mecanicii newtoniene. Legea dată este însă valabilă și în 
cazul unor sisteme fi zice la care nu pot fi  aplicate principiile menţionate, de exemplu, 
nucleele atomice care interacţionează cu diferite particule, electronii care interacţionează 
cu undele electromagnetice, particulele elementare ș.a.

Această lege poate fi  aplicată și în cazul în care rezultanta forţelor externe este diferită 
de zero, dacă însă în sistem acţionează, pe parcursul unui interval scurt de timp Δt, 
forţe interne de intensitate mult mai mare decît cele externe. Într-un astfel de interval 
de timp forţele externe nu reușesc să modifi ce considerabil impulsul total al sistemului 
de puncte materiale, dar forţele interne modifi că esenţial impulsurile punctelor din 
sistem. Cu alte cuvinte, variaţiile impulsurilor punctelor pe parcursul intervalului scurt 
de timp Δt sînt considerabile, dar suma acestor variaţii este aproximativ egală cu zero.

Un exemplu de situaţii de acest gen sînt ciocni-
rile corpurilor. La ciocnire corpurile vin în contact 
și în timpul unei interacţiuni de durată scurtă, cînd 
forţele elastice devin destul de mari, impulsurile 
corpurilor capătă variaţii a căror sumă este egală cu 
zero. Deci suma impulsurilor corpurilor înainte de 
ciocnire este egală cu suma impulsurilor lor după 
ciocnire. Notăm masele corpurilor cu m1 și m2, 
vitezele lor înainte de ciocnire cu v1 și v2,  iar după ciocnire – cu u1 și u2 (fi g.4.6). Legea 
conservării impulsului pentru această ciocnire se va scrie sub forma  

 m1v1 + m2v2 = m1u1 + m2u2. (4.13)

Fig. 4.6
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Un caz particular de ciocnire reprezintă ciocnirea plastică sau neelastică, adică 
ciocnirea în urma căreia corpurile ce vin în contact formează un corp comun. De 
exemplu, un băiat care aleargă și apoi sare într-un cărucior afl at în repaus sau în miș-
care; două vagoane de tren care se cuplează; două bile de plastilină care după ciocnire 
formează un singur corp ș.a.  Masa corpului obţinut în urma ciocnirii m este egală cu 
suma maselor corpurilor înainte de ciocnire: m = m1+ m2, iar viteza lui după ciocnire 
a devenit egală cu u. 

Deci în cazul ciocnirilor plastice relaţia (4.13) devine 

 m1v1 + m2v2 = (m1 + m2)u,

de unde

 
u�=

m1v1 + m2v2
m1 + m2

.
 (4.14)

O situaţie „inversă în timp” ciocnirii plastice este 
explozia: un corp se divi zează, sub acţiunea forţelor 
interne, în mai multe fragmente; de exemplu, explozia 
unei grenade sau a unui proiectil (fi g. 4.7). 

Să analizăm cîteva cazuri particulare de aplicare 
a legii conservării impulsului.

1. Presupunem că în urma exploziei se formează 
numai două fragmente. Notăm masa corpului înainte de explozie cu m și viteza lui cu 
v,  masele celor două fragmente obţinute în urma exploziei  cu m1 și m2, unde m1+m2 = m, 
iar vitezele lor cu u1 și u2.

Legea conservării impulsului meca nic pentru cazul de faţă este exprimată de relaţia 

 mv = m1u1 + m2u2. (4.15)

2. Considerăm o armă care la momentul tragerii se afl a în repaus (v = 0). Notăm cu 
m1 și m2 masa glonţului și a armei, cu u1 viteza glonţului și cu u2 viteza armei – viteza 
de recul. Relaţia (4.15) devine  

 m1 u1 + m2 u2 = 0, 

de unde determinăm viteza de recul a armei:

 u2= –
m1u1
m2

 . (4.16)

Viteza de recul este orientată în sens opus vitezei obţinute de glonţ și este mai 
mică decît viteza acestuia de atîtea ori de cîte ori masa armei este mai mare decît masa 
glonţului.

 Menţionăm că în unele cazuri se conservă doar proiecţiile impulsului mecanic pe 
unele direcţii, fără a se conserva pe alte direcţii. De exemplu, considerăm un sistem 
de puncte materiale într-o regiune limitată din apropierea Pămîntului, astfel încît să 
putem considera acceleraţia gravitaţională g = const. Forţe externe sînt doar forţele 
de greutate. Rezultanta lor este orientată vertical în jos, proiecţiile ei pe orice direcţie 
orizontală sînt nule. Atunci, după cum rezultă din relaţia (4.11), se conservă numai 
proiecţia impulsului mecanic al sistemului pe orice direcţie orizontală, dar pe orice 
alte direcţii nu se conservă.

Fig. 4.7
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d.o Mișcarea reactivă

Mișcarea reactivă a corpului este o aplicaţie a legii conservării impulsului mecanic. 
Ea este condiţionată de forţele interne care separă unele părţi ale corpului și imprimă 
acestora o viteză oarecare. Forţele interne nu modifi că impulsul  sistemului, deci variaţia 
impulsului părţii rămase din corp și variaţia impulsului părţilor separate de el sînt egale 
în modúl și orientate în sensuri opuse. Ca rezultat, partea rămasă din corp se mișcă în 
sens opus vitezei părţilor separate de el.

Un exemplu simplu de mișcare reactivă observăm atunci cînd umfl ăm un balon și îl 
lăsăm liber, fără a-i lega orifi ciul: aerul din balon iese, iar balonul se mișcă în partea opusă.

Unele vietăţi se deplasează aplicînd aceeași lege. De exemplu, calmarul și caracatiţa, 
expulzînd periodic apa, dezvoltă viteze de pînă la 60÷70 km/h.

Să reprezentăm schematic o rachetă (fi g. 4.8) și să analizăm mișcarea 
reactivă a ei. Partea din faţă 1 conţine încărcătura utilă – aparatura știinţi-
fi că, cosmonauţii și toate cele necesare pentru asigurarea vieţii lor. Partea 
centrală 2 conţine combustibilul și rezervele de oxidant destinate menţi-
nerii arderii. În partea din spate a rachetei se afl ă camera de combustie 3, 
unde arde combustibilul și de unde gazele rezultate, afl ate la temperaturi 
ridicate și presiune înaltă, ies cu viteze mari.

Pentru simplitate, vom admite că toate gazele obţinute în urma arderii 
combustibilului ies din rachetă simultan – nu treptat, așa cum se produce 
în realitate. Vom nota cu mr masa utilă a rachetei (după expulzarea ga-
zelor), cu mg masa gazelor expulzate din rachetă, cu vr viteza obţinută de 
rachetă și cu vg viteza gazelor expulzate, ambele viteze fi ind în raport cu 
un sistem de referinţă legat cu Pămîntul. Iniţial racheta se afl ă pe Pămînt, în repaus, 
impulsul ei este egal cu zero. Considerînd că durata expulzării gazelor este destul de 
mică, putem neglija impulsul forţei de greutate în comparaţie cu impulsurile forţelor 
interne. În acest caz impulsul mecanic se conservă, adică impulsul sistemului format 
din corpul rachetei și din gazele expulzate rămîne egal cu zero: 

 mrvr + mgvg = 0. 

De aici exprimăm viteza rachetei:

 vr�=–������· vg.
mg

mr
 (4.17)

Semnul minus arată că viteza rachetei vr este orientată în sens opus vitezei vg cu care 
sînt expulzate gazele.

Din formula (4.17) se observă că viteza rachetei poate fi  mărită pe două căi: majo-
rînd raportul dintre masa gazelor expulzate și masa utilă a rachetei sau mărind viteza 
de expulzare a gazelor. În urma arderii combustibilului, viteza gazelor expulzate poate 
atinge valori de circa 4 000 m/s. Pentru a mări raportul dintre masa gazelor și masa 
utilă a rachetei, acestea se construiesc în mai multe trepte – pe măsura arderii com-
bustibilului treptele care-l conţineau sînt separate, astfel masa rachetei se micșorează, 
ceea ce duce la creșterea rapidă a vitezei ei.

În jumătatea a doua a secolului al XX-lea s-au obţinut succese deosebite în con-
struirea rachetelor, au fost lansate nave cosmice și staţii cosmice. La 4 octombrie 

Fig. 4.8
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1957, în Uniunea Sovietică, a fost lansat primul satelit artifi cial al Pămîntului, iar la 
12 aprilie 1961, Iuri Gagarin, la bordul navei cosmice „Vostok”, a efectuat pentru 
prima dată ocolul Pămîntului. În iulie 1969, astronauţii americani Neil Armstrong 
și Edwin Aldrin au făcut primii pași pe Lună, unde s-au afl at 21 h și 36 min. Colegul 
lor Michael Collins în acest timp făcea ocolul Lunii la bordul navei „Apollo XI”. Au 
fost lansate nave cosmice nu numai în jurul Pămîntului și spre satelitul său natural 
Luna, ci și spre planetele Sistemului Solar: de la cele apropiate – Venus și Marte – 
pînă la planete mai îndepărtate – Uranus și Neptun.

PROBLEME REZOLVATE  

1. Un vagonet cu masa m1 = 1 200 kg se mișcă cu viteza v1 = 0,4 m/s spre un alt vagonet 
cu masa m2 = 1600 kg care-i vine în întîmpinare cu viteza v2 = 0,5 m/s. Determinaţi vi-
teza vagonetelor după cuplarea lor.

 REZOLVARE 
După cu plare, sistemul format din cele două vagonete are masa (m1+m2) 
și viteza u. Presupunem că viteza u este orientată în sensul pozitiv al axei 
Ox (fi g. 4.9). Scriem legea conservării impulsului:

m1v1 + m2v2 = (m1 + m2) u

sau pentru proiecţiile pe axa Ox:  m1v1–m2v2 = (m1+m2) u. De aici expri-

măm viteza căutată u =                      ; u = – 0,11 m/s.
m1 v1 – m2v2

m1 + m2

Semnul minus arată că viteza comună u după cu-
plarea vagonetelor este orientată în sensul nega-
tiv al axei Ox, adică în sensul vitezei  v2.

2. Un proiectil cu masa m a explodat în punctul su-
perior al traiectoriei sale, unde viteza lui era ega-
lă cu v = 600 m/s, în două fragmente cu masele 
m1 = 0,4 m și m2 = 0,6 m. Determinaţi vitezele fragmentelor imediat după explozie, știind 
că în acest moment viteza fragmentului cu masa mai mică formează un unghi  = 30o cu 
orizontala, iar viteza fragmentului al doilea este orientată vertical în jos.

 REZOLVARE 
Notăm cu p impulsul proiectilului înainte de explo-

zie, iar cu p1 și p2 impulsurile fragmentelor. Se apli-

că legea conservării impulsului: p1 + p2 = p. Repre-

zentăm această sumă vectorială în figura 4.10, ţi-

nînd seama de direcţiile vectorilor  p1  și  p2 . După 

cum se vede din figură, impulsul p1 =
p

cos    și 

p2 = p1 sin  = p tg . Dar p = mv, p1 = m1u1 = 0,4 mu1 și p2 = m2u2 = 0,6 mu2. 

Substituim valorile impulsurilor în relaţiile de mai sus: 0,4 mu1 =
mv

cos   și  0,6 mu2 = mvtg . 

Exprimăm vitezele căutate u1 =
v

0,4 cos  și u2 =
vtg 

0,6
. Obţinem u1 = 1 734 m/s şi 

u2 = 578 m/s.

Se dă: 

m1 = 1200 kg,
v1 = 0,4 m/s,
m2 = 1600 kg,
v2 = 0,5 m/s

u– ?

Se dă: 

v = 600 m/s,
m1 = 0,4 m,
m2 = 0,6 m,
 = 30o

u1 – ?, u2 – ?

O

Fig. 4.9

Fig. 4.10
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ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

1. Pot oare forţele interne să modifi ce impulsul sistemului de puncte materiale? Argumentaţi răspunsul.

2. În ce condiţii impulsul sistemului de puncte materiale se conservă?

3.o  Poate un motor cu reacţie să accelereze o rachetă în afara atmosferei Pămîntului?

4. Un elev a hotărît să perfecţioneze barca sa cu pînze. A instalat pe ea un ventilator şi un acumu-
lator ce-l pune în mişcare. Încotro trebuie să fi e orientat jetul de aer al ventilatorului, pentru a 
mări viteza bărcii?

5. Un cărucior cu masa m1 = 20 kg se deplasează rectiliniu cu viteza v1 = 2,8 m/s pe un drum 
orizontal. La un moment în el este aruncat vertical în jos un sac cu masa m2 = 50 kg. Care este 
viteza mişcării ulterioare a căruciorului cu sacul în el?

6. Un elev cu masa m1 = 50 kg aleargă cu viteza v1 = 6 m/s, ajunge din urmă un cărucior cu masa 
m2 = 30 kg ce se mişca cu viteza v2  = 2 m/s şi sare în el. Determinaţi viteza căruciorului în care 
se afl ă elevul.

7. Masa unei luntri cu vînătorul în ea este M = 180 kg. Din luntrea afl ată în repaus, vînătorul trage 
un foc orizontal, de-a lungul ei. Care este viteza de recul a luntrii şi a vînătorului din ea, dacă 
masa glonţului m = 0,01 kg, iar viteza lui v = 900 m/s?

8. Pe o masă netedă orizontală se mişcă pe direcţii perpendiculare două bile de plastilină. Masele 
lor sînt m1 = 0,3 kg şi m2 = 0,2 kg, iar vitezele v1 = 8 m/s şi v2 = 16 m/s. Care este viteza corpului 
obţinut în urma ciocnirii plastice a celor două bile şi ce unghi  β formează cu viteza v1?

9.o Masa unei rachete şi a combustibilului ei m = 4 . 105 kg. Determinaţi masa totală a combusti-
bilului şi a oxidantului ce trebuie consumat pentru a imprima rachetei prima viteză cosmică 
v = 7,9 . 103 m/s, dacă se ştie că produsele arderii sînt expulzate din rachetă cu viteza 
u = 3,5 . 103 m/s. Se va considera că arderea combustibilului se produce instantaneu.

4.3°  MOMENTUL CINETIC AL PUNCTULUI MATERIAL. 

LEGEA CONSERVĂRII MOMENTULUI CINETIC

Să analizăm mișcarea unui punct material (corp punctiform) de masa 
m în raport cu o axă de rotaţie ce trece prin punctul O la o distanţă r de 
la corp (fi g. 4.11). Vom considera un caz particular simplu cînd punctul 
material are viteza υ orientată perpendicular pe distanţa r (fi g. 4.11, a).

Din par. 3.2. cunoaștem că efectul de rotaţie al unei forţe este ca-
racterizat de momentul forţei M. Dacă forţa F are aceeași orientare ca 
și viteza υ în cazul considerat, atunci braţul forţei d = r și M = rF. Efec-
tul de rotaţie însă mai poate fi  caracterizat și cu ajutorul impulsului 
p = mυ. În acest scop, prin analogie cu momentul forţei, se introduce o mărime fizică 
nouă, numită moment al impulsului sau moment cinetic, notată cu L și care descrie 
efectul de rotaţie al punctului material produs de impulsul acestuia. 

L = r · p = r · mυ.

Dacă punctul material are viteza orientată sub un unghi  faţă de linia care unește 
centrul de rotaţie și corpul punctiform (fig. 4.11, b), atunci

L = d · p = r · p sin  = r · mυ sin , 
unde d = r sin  este braţul impulsului și are aceeași semnificaţie ca și braţul forţei 
– reprezintă distanţa de la centrul de rotaţie pînă la dreapta-suport a vitezei. Din figu- 

Fig. 4.11

O

υ
r

r

d

υυ1

υ2O

a)

б)
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ra 4.11, b se observă că efectul de rotaţie al punctului material este produs doar de 
componenta υ  a vitezei. Deoarece υ  = υ sin α, din relaţia precedentă obţinem

 L = r · p  = r · mυ . (4.18)

Momentul cinetic al punctului material L este egal cu produsul dintre distanţa r de 
la centrul de rotaţie pînă la corpul punctiform şi componenta perpendiculară a im-
pulsului acestuia. 
Unitatea momentului cinetic în SI 

[L] = [m] · [υ] · [r] = kg · m2/s.
Folosind relaţia dintre viteza liniară şi cea unghiulară (1.45), momentul cinetic al 

punctului material poate fi reprezentat şi sub forma
 L = mr2ω. (4.19)

Este necesar de menţionat că momentul cinetic are sens nu numai în cazul mişcării 
de rotaţie. De exemplu, la mişcarea rectilinie a unui corp punctiform de masă m cu vi-
teza υ, distanţa r de la un punct de referinţă pînă la dreapta de-a lungul căreia se mişcă 
corpul este permanent aceeaşi. Reiese că dacă momentul forţelor exterioare este nul, 
atunci momentul cinetic al corpului în raport cu acest punct L = mυr este constant. 

În par. 4.1 a fost formulată teorema variaţiei impulsului punctului material (4.5), din 
care s-a obţinut o lege importantă în fizică – legea conservării impulsului. O teoremă 
asemănătoare este valabilă şi pentru variaţia momentului cinetic. Într-adevăr, în acelaşi 
caz particular analizat mai sus, cînd viteza (impulsul) punctului material este orientată 
perpendicular pe distanţa r, după multiplicarea relaţiei (4.5) cu r, avem 

r ·Δp = rFΔt, 
sau luînd în considerare definiţiile momentului cinetic şi a momentului forţei, după 
împărţirea la Δt, obţinem 
 

ΔL
Δt  = M.  (4.20) 

Raportul variaţiei momentului cinetic al punctului material la intervalul respectiv 
de timp este egal cu momentul forţei ce acţionează asupra lui. 
Admitem că momentul rezultantei forţelor exterioare ce acţionează asupra punctului 

material se egalează cu zero sau punctul material este izolat (nu interacţionează cu alte 
corpuri). În acest caz din (4.20) rezultă că ΔL = 0 sau L – const. Aşadar, are loc legea 
conservării momentului cinetic al punctului material:
 L – const., dacă M = 0.  (4.21)

Momentul cinetic al punctului material se conservă, dacă momentul rezultantei 
forţelor aplicate lui este egal cu zero. 

PROBLEMĂ REZOLVATĂ

O bilă cu masa de 5 kg legată la capătul unei coarde inextensibile se mişcă pe un cerc cu raza de 
2 m avînd o viteză de 4 m/s (fi g. 4.12). Care este momentul cinetic al bilei? Cum se modifi că viteza 
liniară şi cea unghiulară a bilei, dacă în decursul mişcării lungimea coardei s-a micşorat de 2 ori? 
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 REZOLVARE

Din defi niţia momentului cinetic avem L1 = mυ1r1 = 5 · 4 · 2 = 40 kg·m2 /s.

Folosind exprimarea momentului cinetic prin viteza unghiulară (4.19), 
obţinem valoarea acesteia în cazul lungimii iniţiale a coardei ω1 = L1 / (mr1

2)=
= 40/(5 · 4) = 2 rad/s.

La micşorarea lungimii coardei, de-a lungul ei 
acţionează o anumită forţă. Deoarece momentul 
acestei forţe este nul (braţul forţei este egal cu 

zero), are loc legea conservării momentului cinetic mυ1r1  = mυ2r2, de 
unde obţinem υ2 = (r1/r2) υ1 = 2 υ1 = 8 m/s.  

Folosind (4.19), legea conservării momentului cinetic are forma 
mr1

2ω1 = mr2
2ω2 , de unde ω2 =  (r1/r2)

2ω1 = 4ω1 = 8 rad/s.

Aşadar, la micşorarea lungimii coardei de 2 ori viteza liniară se măreşte de 2 ori, iar cea unghiulară – de 4 ori. 

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

1.  Ce reprezintă momentul cinetic al punctului material? Care este expresia pentru momentul 
cinetic? 

2.  Cum se formulează teorema variaţiei momentului cinetic? 

3.  Formulaţi legea conservării momentului cinetic al punctului material. 

4. Momentul cinetic în raport cu un punct al unui corp cu masa de 10 kg ce se mişcă rectiliniu cu 
viteza de 5 m/s este de 200 kg · m2/s. Care este distanţa de la acel punct pînă la dreapta de-a 
lungul căreia se mişcă corpul? 

5.  Calculaţi momentul cinetic al Lunii la mişcarea ei în jurul Pămîntului dacă se cunosc: masa 
Lunii – 7,3 · 1022 kg, viteza ei pe orbită – 1 km/s şi distanţa dintre Lună şi Pămînt – 3,84 · 106 km. 

6.  La mişcarea unui corp pe o traiectorie circulară raza acesteia s-a mărit de 3 ori. Cum şi de cîte 
ori s-a modificat perioada de rotaţie a corpului?

4.4  LUCRUL MECANIC. PUTEREA

a. Lucrul mecanic al forţei constante

Considerăm un corp de forma unui paralelipiped 
afl at pe o podea orizontală. Presupunem că forţa F 
aplicată corpului pentru a-l mișca este orizontală 
și constantă, iar traiectoria corpului pe podea este 
rectilinie și paralelă forţei (fi g. 4.13). Dacă distanţa 
parcursă (modulul vectorului deplasare) este egală cu s, 
atunci în decursul mișcării corpului forţa F a efectuat 
un lucru mecanic egal cu  

 L = F · s. (4.22)

Această expresie pentru lucrul mecanic al forţei constante vă este cunoscută încă din 
clasa a VII-a. Tot de atunci cunoașteţi și unitatea de lucru mecanic:

[L] = [F] · [s] = N · m = J.

Se dă: 
m = 5 kg,
r1 = 2 m, 
υ1 = 4 m/s, 
r2 = r1 /2

L1–?, υ2 – ?, ω2 – ?

m

m
r2

r1

υ1

υ2

Fig. 4.12

Fig. 4.13
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În conformitate cu defi niţia, un joule (1J) este lucrul mecanic efectuat de o forţă 
constantă egală cu 1 N la deplasarea punctului său de aplicaţie cu 1 m de-a lungul su-
portului forţei în sensul acesteia.

În practică, cel mai frecvent, forţa 
formează un unghi oarecare cu direcţia 
deplasării corpului (fi g. 4.14). Admitem 
că forţa F este constantă, mișcarea s a 
corpului este recti linie, deci unghiul  
este constant. În acest caz lucrul mecanic 
pe distanţa s este defi  nit de relaţia 

 L = Fs cos . (4.23)

Lucrul mecanic efectuat de o forţă constantă în cazul mişcării rectilinii a corpului 
este mărimea scalară egală cu produsul dintre valoarea forţei, a distanţei parcurse 
de punctul ei de aplicaţie şi cosinusul unghiului dintre vectorul forţă şi vectorul 
deplasare.

Să analizăm formula (4.23). Pentru unghiuri 0 ≤  < 
π
2

 (fi g. 4.15, a) avem cos  > 0, 

deci lucrul mecanic este pozitiv. Forţele care efectuează lucrul pozitiv au fost numite 

forţe motoare, iar lucrul lor se numește lucru motor sau activ. Dacă unghiul  = 
π
2

 

(fi g. 4.15, b), atunci cos  = 0, lucrul mecanic al forţei este egal cu zero. Dacă însă 

unghiul 
π
2

<  ≤ π (fi g. 4.15, c), avem cos  < 0 și lucrul mecanic este negativ. Forţele 

al căror lucru mecanic este negativ se numesc forţe rezistente, iar lucrul lor – lucru 
rezistent.

б) в)а)

Fig. 4.15

Fig. 4.14
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James Prescott JOULE (1818–1889), fi zician englez 

A studiat efectul termic al curentului electric (1841) şi a stabilit, in-
dependent de Lenz, legea care exprimă cantitatea de căldură degajată 
în conductorul parcurs de curentul electric (legea Joule–Lenz). A 
contribuit la fundamentarea legii conservării şi transformării ener-
giei, a cercetat transformarea lucrului mecanic în căldură şi invers, a 
determinat experimental echivalentul mecanic al căldurii (1843). A 
stabilit că energia internă a gazelor, la presiuni nu prea mari, afl ate la 
temperatură constantă, nu depinde de volum (legea lui Joule). Împreună 
cu W. Thomson (lordul Kelvin) a cercetat variaţia temperaturii gazului 

la trecerea lui printr-un dop poros (efectul Joule–Thomson), efect ce se foloseşte la obţinerea 
temperaturilor joase.



Considerăm un exemplu: mișcarea săniuţei 
pe un drum orizontal (fi g. 4.16). Asupra ei ac-
ţionează forţa de tracţiune Ft , forţa de greutate 
G, reacţiunea normală N și forţa de frecare 
Ff . Lucrul mecanic al forţei de tracţiune este 
pozitiv (unghiul 1  este ascuţit), lucrul forţei 
de frecare este negativ (unghiul 4 = π), iar 
lucrul mecanic al forţei de greutate și al reac-
ţiunii normale este egal cu zero (unghiurile 

2 = 3 =  
π
2

). 

Expresia (4.23) pentru lucrul mecanic poate fi  scrisă sub alte forme. Mărimea F · cos  
este proiecţia forţei F pe direcţia deplasării s , adică F · cos  = Fs.  Formula (4.23) ia forma

 L = Fs · s. (4.24)

În algebra vectorială se defi nește produsul scalar a doi vectori a și b ca mărimea 
scalară c egală cu produsul modulelor vectorilor ce se înmulţesc și cosinusul unghiului  
 dintre ei:

 c = a · b = ab cos . (4.25)

Folosind defi niţia produsului scalar, expresia (4.23) se va scrie sub forma

 L = F · s. (4.26)

Lucrul mecanic poate fi  determinat și printr-o metodă grafi că. Construim grafi cul 
proiecţiei Fs în funcţie de coor donata x a punctului de aplicaţie al forţei F, axa Ox fi ind 
orientată de-a lungul vectorului deplasare s. Admitem că proiecţia Fs este constantă 
și pozitivă. Grafi cul respectiv este reprezentat în fi gura 4.17, a. Valoarea deplasării 
punctului de aplicaţie al forţei este egală 
cu s = x2 – x1. Din fi gură se vede clar că 
lucrul mecanic al forţei constante F în 
cazul mișcării rectilinii pe distanţa s este 
numeric egal cu aria dreptunghiului 
limitat de grafi cul proiecţiei Fs, de axa 
absciselor și de segmentele paralele cu 
ordonata, care trec prin punctele cu 
coordonatele x1 și x2.

Metoda grafi că poate fi  aplicată și la calcularea lucrului mecanic al forţei care variază 
în funcţie de coordonata punctului său de aplicaţie (fi g. 4.17, b). Împărţim distanţa 
parcursă s = x2 – x1 în porţiuni destul de mici Δxi, astfel încît pe ele forţele să varieze 
destul de puţin, ceea ce ar permite să le considerăm constante pe fi ecare porţiune, dar 
luînd valori diferite pe porţiuni diferite. Atunci lucrul mecanic pe fi ecare porţiune 
mică Δxi se va calcula după expresia (4.24) și va fi  numeric egal cu aria fîșiei înguste 
(fi g. 4.17, b). Lucrul mecanic al forţei pe întreaga distanţă s este egal cu suma lucrurilor 
pe toate porţiunile mici. Adunînd ariile tuturor fîșiilor înguste, obţinem aria de sub 
grafi c. Astfel, interpretarea grafi că pentru lucrul mecanic al unei forţe constante rămîne 
valabilă și pentru forţele variabile.

тр.

т.

Fig. 4.16

б)а)

ААА

Fig. 4.17
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În fi gura 4.17 sînt reprezentate cazuri cînd proiecţia forţei pe direcţia deplasării este 
pozitivă. Dacă însă proiecţia este negativă, grafi cul se afl ă sub axa absciselor, iar lucrul 
mecanic este numeric egal cu aria respectivă luată cu semnul minus.

Din cele expuse mai sus rezultă că lucrul mecanic al forţei date depinde atît de poziţia 
iniţială și de cea fi nală a corpului în mișcare, cît și de forma traiectoriei parcurse de el 
între aceste poziţii. Mărimile fi zice care posedă asemenea proprietate se numesc mărimi 
de proces. Deci lucrul mecanic este o mărime de proces.

b. Puterea

La analiza noţiunii de lucru mecanic nu s-a ţinut seama de intervalul de timp în 
care el a fost efectuat. Dar  unul și același lucru mecanic poate fi  efectuat în intervale 
de timp diferite. De exemplu, la un șantier de construcţii trebuie urcate la o înălţime 
anumită niște cărămizi. Această muncă poate fi  efectuată de doi muncitori, care pun o 
parte din cărămizi pe targă și le ridică urcînd treptele. Pentru a le transporta pe toate, ei 
execută de mai multe ori aceeași operaţie. O macara ridică cărămizile într-un interval 
de timp mult mai scurt decît cel consumat de muncitori. În această situaţie, utilizarea 
macaralei este mai efi cientă.

Pentru a caracteriza productivitatea unui mecanism, se folosește noţiunea de putere 
mecanică sau putere. Fie lucrul mecanic L efectuat în intervalul de timp t.

Mărimea fi zică egală cu raportul dintre lucrul mecanic şi intervalul de timp în care 
el a fost efectuat se numeşte putere medie.

 Pm =
L

Δt
. (4.27)

Din defi niţia (4.27) stabilim unitatea de  putere: [P] =        =       = W.
[L]
Δt

J
s

Puterea unui sistem fi zic care efectuează un lucru mecanic de 1 joule în timp de o 
secundă este egală cu 1 watt (W).

Puterea motoarelor cu ardere internă se exprimă, de regulă, printr-o unitate tolerată, 
mai veche, care nu face parte din SI. Această unitate este numită cal-putere: 1CP  736 W. 
Automobilele obișnuite au puteri între 40 și 200 CP, iar cele destinate curselor auto-
mobilistice au puteri de pînă la 1000 CP.

În energetică se utilizează o unitate tolerată pentru lucrul mecanic, exprimată prin uni-
tatea de putere, anume kilowattul-oră (kW·h). Avem 1 kW·h = 103 W·3 600 s= 
= 3,6 · 106 W· s = 3,6 · 106J.

Substituind expresia lucrului mecanic (4.26), în defi niţia puterii medii avem Pm =
F · s
Δt

. 

Dar raportul deplasării la intervalul de timp este viteza medie: vm =
s

Δt
. Deci puterea 

medie poate fi  scrisă și sub forma 

 Pm�=�F�·�vm. (4.28)

Considerînd intervalul de timp t foarte mic, valorile medii trec în valori instantanee:

 P�=�F�·�v. (4.29)

Puterea instantanee este egală cu produsul scalar dintre forţa F şi viteza v a punctu-
lui de aplicare a ei la momentul respectiv de timp.
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PROBLEME REZOLVATE
1. Un corp cu masa m  5 kg se deplasează rectiliniu pe o suprafaţă orizontală netedă ast-

fel încît coordonata x a lui variază conform ecuaţiei x  4  3 t  0,4 t 2, unde timpul t este 
exprimat în s, iar coordonata  în m. Să se determine lucrul mecanic efectuat de forţa ce 
acţionează asupra corpului în primele t1  2 s ale mișcării lui.

 REZOLVARE 
Comparăm ecuaţia mișcării corpului considerat cu ecuaţia mișcă rii rec-
tilinii uniform accelerate x = x0 + v0xt + axt

2/2 și egalăm coefi cienţii 
de pe lîngă t2. Astfel determinăm acceleraţia corpului ax = 0,8 m/s2. 
Deci proiecţia pe axa x a forţei care imprimă această acceleraţie corpu-
lui este egală cu Fx = max;  Fx = 4 N. Distanţa parcursă de corp este 
egală cu variaţia coordonatei lui s = x (2) – x (0) = 7,6 m. Lucrul me-
canic efectuat L = Fxs;  L = 30,4 J.

2. Un automobil cu masa m = 4 500 kg se mișcă pe o porţiune orizontală de drum cu viteza 
v = 72 km/h. Care este puterea dezvoltată de motorul automobilului, dacă se știe că forţa 
de rezistenţă opusă mișcării automobilului constituie k = 5% din forţa de greutate a lui?

 REZOLVARE
Mișcarea este uniformă, deci rezultanta forţelor care acţio-
nează asupra automobilului este egală cu zero. Prin urma-

re, forţa de tracţiune Ft este egală ca modúl cu forţa de re-

zistenţă Fr = kG = kmg. Avem Ft = kmg. Puterea dezvolta-

tă de motor P = Ftv = kmgv; P = 45 kW.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME  
01. În ce caz lucrul mecanic se exprimă prin formula L = F · s ?

02. Care este expresia pentru lucrul mecanic efectuat de o forţă constantă ce formează un unghi 
oarecare cu direcţia deplasării punctului de aplicaţie al ei? Pentru ce valori ale acestui unghi 
lucrul mecanic este negativ?

03. Cum se defi neşte puterea medie?

04. Ce expresie are puterea instantanee?

05. Care este unitatea de putere în SI? Cum se exprimă ea prin unităţile fundamentale?

06. Să se afl e valoarea forţei orizontale aplicate de elev unei lăzi, dacă se ştie că la deplasarea 
acesteia la distanţa s = 15 m a fost efectuat un lucru mecanic L = 420 J.

07. Un copil trage o sanie pe un drum rectiliniu orizontal cu ajutorul unei sfori ce formează unghiul 
 = 30o

 cu orizontala. Tensiunea în sfoară este T = 28 N, viteza saniei este v = 1,5 m/s. Care 
este lucrul mecanic efectuat de copil în timpul t = 20 s?

08. Un pescar se mişcă pe malul unui rîu, în amonte, şi trage luntrea cu ajutorul unei frînghii. 
Ce unghi formează frînghia cu direcţia deplasării luntrii, dacă se ştie că forţa de tensiune 
din frînghie este T  200 N şi lucrul mecanic efectuat de pescar la deplasarea luntrii cu s = 8 m 
este L  1 384 J?

09.  La mişcarea unui corp cu masa m = 3 kg pe un plan orizontal neted la o distanţă s = 4,8 m a 
fost efectuat un lucru mecanic L = 36 J. Să se determine acceleraţia cu care s-a mişcat corpul.

Se dă: 

m = 5 kg,
x = 4 + 3t + 0,4t2,
t1 = 2 s

L – ?

Se dă: 

m = 4 500 kg,
v = 72 km/h,

k = 
Fr

G
 · 100% = 5%   0,05

P – ?

SI:

20 m/s,

W
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10. Un corp cu masa m = 4 kg se mişcă rectiliniu uniform sub acţiunea unei forţe constante F ce 
formează unghiul  = 45o cu orizontala. Să se determine coefi cientul de frecare dintre corp 
şi suprafaţa orizontală pe care el se mişcă, dacă se ştie că lucrul mecanic efectuat de forţă pe 
distanţa s = 5,2 m este L = 48 J.

11. Determinaţi puterea motorului care în timpul t = 30 min. efectuează un lucru mecanic 
L = 270 kJ.

12. Puterea unui motor de motocicletă P = 10,8 kW. Care este viteza motocicletei cînd forţa de 
tracţiune dezvoltată de motor F = 270 N?

13. Un automobil cu masa de 2 500 kg se mișcă cu viteza de 36 km/h, ridicîndu-se pe o pantă. Mo-
torul automobilului dezvoltă o putere P = 150 kW. Determinaţi unghiul pantei, dacă se știe că 
forţa de rezistenţă opusă mișcării automobilului constituie k = 10% din forţa de greutate a lui.

4.5  ENERGIA CINETICĂ. 

TEOREMA VARIAŢIEI ENERGIEI CINETICE

Considerăm un punct material (corp punctiform) cu masa m acţionat de mai multe 
forţe constante. Notăm rezultanta acestor forţe cu F, iar acceleraţia imprimată de ea cu a. 
În conformitate cu principiul fundamental al dinamicii (2.6), avem F = ma. Admitem 
că punctul material se mișcă rectiliniu în direcţia acceleraţiei sale. Atunci lucrul forţei 
F pe deplasarea s dintre poziţia iniţială 1 și cea fi nală 2 a corpului este egal cu 

 L12 = F s = ma .s. (4.30)

Forţa F este constantă, deci și acceleraţia a este constantă; prin urmare, corpul se 
mișcă uniform accelerat. Conform formulei lui Galilei (1.27), obţinem 

 as =
v2

2 – v2
1

2 ,  (4.31)

unde v1 și v2 sînt vitezele corpului la începutul și la sfîrșitul deplasării s. 
Substituind (4.31) în (4.30), obţinem 

 L12�=�m ·              =          – 
v2

2 – v2
1

2
mv2

2
2

mv2
1

2
 . (4.32)

Introducem o mărime fi zică nouă, numită energie cinetică:

 Ec =
mv2

2  . (4.33)

Relaţia (4.32) se va scrie sub forma 

 L12 = Ec2 – Ecl (4.34)

sau  
 L12 = ΔEc, (4.35)

unde variaţia energiei cinetice 

 ΔEc = Ec2 – Ec1. (4.36)

Energia cinetică este o mărime scalară egală cu semiprodusul dintre masa punctului 
material şi pătratul vitezei lui (relaţia 4.33).
Această expresie pentru energia cinetică (sub numele de „forţă vie”) a fost introdusă 

în 1829 de către inginerul și fi zicianul francez Gaspard de Coriolis (1792–1843).
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Din defi niţia (4.33) rezultă că energia cinetică a punctului material este determinată 
de viteza lui la momentul dat și nu depinde de valorile ei precedente. Mărimile ale 
căror valori sînt determinate de starea mecanică a punctului material (de poziţia 
și de viteza lui) se numesc mărimi de stare. Astfel, energia cinetică este o mărime 
de stare.

Observăm că energia cinetică nu poate lua valori negative (Ec  0). Ea este egală 
cu zero pentru punctul material afl at în repaus (v = 0).

Energia cinetică se exprimă prin viteză, care este relativă. Prin urmare, energia 
cinetică este o mărime relativă. De exemplu, energia cinetică a pasagerului așezat 
pe scaunul unui mijloc de transport se egalează cu zero în raport cu acesta și este 
deosebită de zero în raport cu Pămîntul atunci cînd mijlocul de transport se afl ă în 
mișcare.

Din formula (4.34) observăm că energia cinetică are aceeași unitate ca și lucrul 
mecanic, adică [Ec] =  J.

Relaţia (4.34) dintre lucrul mecanic și energia cinetică este cunoscută ca teorema 
variaţiei energiei cinetice pentru un punct material.

Variaţia energiei cinetice a punctului material este egală cu lucrul mecanic al rezul-
tantei forţelor care acţionează asupra acestuia, în mişcarea respectivă.
Dacă lucrul mecanic L12 este pozitiv, energia cinetică a punctului material se mărește. 

În cazul lucrului negativ energia cinetică se micșorează. Ea poate deveni egală cu zero 
atunci cînd punctul material se oprește.

Relaţia (4.34) a fost dedusă pentru cazul particular cînd forţa care acţionează asupra 
punctului material este constantă și acesta se mișcă rectiliniu uniform accelerat de-a 
lungul liniei de acţiune a forţei. Se poate demonstra că relaţia (4.34) are un caracter 
general, fi ind valabilă și atunci cînd asupra punctului material acţionează forţe variabile, 
iar traiectoria lui este curbilinie.

Energia cinetică a corpului afl at în repaus Ec1 = 0. Din (4.34) rezultă Ec2 = L12, adică 
energia cinetică a lui este egală cu lucrul efectuat de forţele exterioare asupra corpului 
afl at iniţial în repaus pentru a-i mări viteza pînă la valoarea v.

La rîndul său, corpurile ce posedă energie cinetică pot efectua lucru mecanic, valoarea 
maximă a căruia este egală cu energia cinetică. De exemplu, masele de aer în mișcare, 
vîntul, pun în funcţiune morile de vînt, staţiile electrice eoliene, vasele cu pînze. La 
viteze, deci și energii cinetice destul de mari, ca în cazul uraganelor, ele provoacă dis-
trugeri considerabile, deteriorează sau chiar distrug diferite construcţii, smulg copacii, 
rup linii electrice etc.  

Exemplele descrise mai sus pot fi  generalizate pentru un sistem de puncte materi-
ale. Energia cinetică a sistemului se defi nește ca suma energiilor cinetice ale tuturor 
punctelor ce-l constituie:

 Ec = Ec1 + Ec2 + ... =           +           + ... m1v
2
1

2
m2v

2
2

2  , (4.37)

unde m1, m2, … sînt masele, iar v1, v2, … – vitezele punctelor materiale.
Teorema variaţiei energiei cinetice exprimată de relaţia (4.34) rămîne valabilă și 

pentru un sistem de puncte materiale. Aceasta se poate demonstra printr-un procedeu 
analog celui folosit la obţinerea legii variaţiei impulsului mecanic al unui sistem de 
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puncte materiale (4.11). Înscriind relaţia (4.34) pentru fi ecare punct din componenţa 
sistemului, apoi însumînd termenii respectivi ai acestor relaţii, vom constata că variaţia 
energiei cinetice a unui sistem de puncte materiale este egală cu suma lucrurilor me-
canice efectuate de forţele externe și interne ce acţionează asupra punctelor din sistem 
pe deplasările respective.

Cercetînd legea variaţiei impulsului pentru un sistem de puncte materiale, am stabilit 
că forţele interne nu pot modifi ca valoarea lui. Care este însă situaţia în cazul energiei 
cinetice a unui sistem? Pot oare forţele interne să modifi ce valoarea ei?

Con siderăm un sistem constituit 
din două bile mici încărcate cu sarcini 
electrice de semne opuse și pla sate pe o 
suprafaţă orizontală izolatoare. Admitem 
că iniţial bilele se afl au în repaus, apoi 
eliberate. Sub acţiunea forţelor interne de 
atracţie electrică F12 și F21, bilele se deplasează una spre alta,  de-a lungul dreptei pe care 
sînt situate (fi g. 4.18). Deplasările bilelor au același sens ca și forţele care acţionează 
asupra lor. Deci lucrul fi ecăreia dintre ele este pozitiv, ceea ce demonstrează că suma 
lucrurilor forţelor interne este, în general, diferită de zero.

Prin urmare, teorema variaţiei energiei cinetice a unui sistem de puncte materiale 
se formulează astfel:

Variaţia energiei cinetice a unui sistem de puncte materiale este egală cu suma lu-
crurilor mecanice ale tuturor forţelor (externe şi interne) ce acţionează în sistem  pe 
deplasările respective ale punctelor sistemului.
Analizînd acest exemplu, putem presupune că lucrul forţelor interne este nul doar 

atunci cînd distanţele dintre punctele materiale nu se modifi că, adică acestea sînt legate 
rigid între ele. Demonstraţi acest fapt considerînd un sistem de două puncte materiale, 
distanţa dintre care rămîne constantă, și calculînd suma lucrurilor forţelor interne în 
cazul mișcărilor de translaţie și de rotaţie ale acestui sistem.

PROBLEME REZOLVATE
1. Un corp cu masa m = 0,16 kg se mișcă pe o suprafaţă orizontală netedă cu viteza  v0 = 5 m/s. 

Care este energia cinetică a corpului după ce asupra lui acţionează o forţă F  6 N pe depla-
sarea s = 0,5 m și care are același sens cu viteza v0?

 REZOLVARE
Din teorema variaţiei energiei cinetice a punctului material 

L12 = Ec2 – Ec1 exprimăm mărimea căutată: Ec2 = Ec1 + L12. Aici energia ci-

netică iniţială Ec1 =
mv2

0

2
 și lucrul forţei constante pe deplasarea rectilinie de 

același sens cu forţa L12 = F · s.  

Obţinem  Ec2 =
mv2

0

2
 + F · s;  Ec2 = 5J.

Se dă: 

m = 0,16 kg,
v0 = 5 m/s,
F = 6 N,
s = 0,5 m

Ec2 – ?

Fig. 4.18
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2. Un glonţ cu masa m = 10 g are înainte de intrarea într-o scîndură viteza v1 = 600 m/s, iar 
la ieșirea din aceasta viteza lui v2 = 400 m/s. Calculaţi lucrul efectuat de forţa de rezisten-
ţă ce acţionează asupra glonţului exercitată de scîndură. Care este valoarea acestei forţe, 
dacă grosimea scîndurii s  2 cm?

 REZOLVARE
Lucrul forţei de rezistenţă L12 = Ec2 – Ecl =

m(v2
2 – v1

2)
2

; 

L12 = – 1 000 J. Semnul minus indică faptul că lucrul este rezis-

tent și condiţionează micșorarea energiei cinetice a glonţului.

Notăm valoarea forţei de rezistenţă cu Fr. Lucrul ei pe deplasarea  
s este  L12= –Fr · s, de unde exprimăm

Fr = –
L12

s
 ; Fr = 50 kN.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
01. Defi niţi energia cinetică a unui punct material şi a unui sistem de puncte materiale.

02. Care mărimi fi zice se numesc mărimi de stare? Este energia cinetică o mărime de stare? 
Argumentaţi răspunsul.

03. Depinde energia cinetică de sistemul de referinţă ales? Ilustraţi cu exemple deosebite de cel 
din text.

04. Formulaţi teorema variaţiei energiei cinetice.

05. Care este sensul fi zic al energiei cinetice?

06. Pot forţele interne să modifi ce energia cinetică a unui sistem de puncte materiale? Ilustraţi cu 
exemple.

07. Energia cinetică a unui corp este Ec = 9 J atunci cînd viteza acestuia este v = 15 m/s. Determinaţi 
masa corpului.

08. De cîte ori energia cinetică a unui automobil cu masa m1 = 1500 kg ce se mişcă cu viteza 
v1 = 120 km/h este mai mare decît energia cinetică a unui autocamion cu masa m2 = 4 800 kg 
ce se mişcă cu viteza v2 = 54 km/h?

09. Energia cinetică a unui corp Ec1  14,4 J atunci cînd acesta se mişcă cu viteza v1 = 6 m/s. Care 
este energia cinetică a corpului dat atunci cînd el se mişcă cu viteza v2 = 10 m/s?

10. Un corp cu masa m1 = 0,10 kg are la viteza v1 = 8 m/s aceeași energie cinetică ca a unui corp 
la viteza v2 = 5 m/s. Care este masa celui de-al doilea corp?

11. Asupra unui corp afl at în repaus începe să acţioneze o forţă constantă. Care este valoarea 
acestei forţe, dacă după parcurgerea distanţei s = 3 m energia cinetică a corpului a devenit 
Ec = 42 J?

12. Determinaţi lucrul mecanic necesar pentru a mări viteza unui automobil cu masa m = 1600 kg, 
cu  Δv = 18 km/h: a) de la 18 km/h pînă la 36 km/h; b) de la 36 km/h pînă la 54 km/h. Anali-
zaţi rezultatele obţinute.

13. Mai multe scînduri identice sînt așezate paralel între ele, la distanţe mici una de alta. Dintr-o 
armă s-a tras un glonţ în direcţie perpendiculară pe scînduri. Viteza glonţului la ieșirea din pri-
ma scîndură este v1 = 0,8 v0,  unde v0 este viteza glonţului înainte de a o străpunge. Determi-
naţi în a cîta scîndură se va opri glonţul.

Se dă: 

m = 10 g,
v1 = 600 m/s,
v2 = 400 m/s,
s = 2 cm

L – ?, Fr – ?

SI:

0,01 kg,

J; N

0,02 m
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4.6  LUCRUL FORŢEI DE GREUTATE.

ENERGIA POTENŢIALĂ GRAVI TA ŢIONALĂ

a. Forţa de greutate – forţă  conservativă

Considerăm un punct material cu masa m care se mișcă într-o regiune limitată din 
apropierea suprafeţei Pămîntului. Dimensiunile acestei regiuni sînt mult mai mici 
decît raza Pămîntului, în limitele ei acceleraţia gravitaţională g, deci și forţa de greutate 
G = mg rămîn constante. Cîmpul de forţe, în care forţa aplicată punctului material 
rămîne constantă, se numește cîmp omogen.

Admitem că un punct material (corp punctiform) cu masa m se deplasează în 
cîmpul omogen al forţei de greutate din poziţia 1 în poziţia 2 (fi g. 4.19). Notăm cu h1 
și h2 înălţimile acestor poziţii în raport cu un nivel 
orizontal – nivel zero – ales arbitrar.

Calculăm lucrul mecanic efectuat de forţa de 
greutate a corpului la această mișcare, considerînd 
că mișcarea lui are loc de-a lungul segmentului de 
dreaptă care unește aceste poziţii. Notăm lungimea 
acestui segment cu l. Forţa de greutate formează 
cu direcţia deplasării un unghi  (fi g. 4.19), deci 
lucrul ei este L12  mg · l cos . După cum se vede 
din fi gură, l · cos   h1 – h2. Pentru lucru obţinem 

 L12 = mg (h1–h2). (4.38)

Calculăm lucrul forţei de greutate la deplasarea corpului punctiform considerat 
între aceleași poziţii, dar de-a lungul unei alte traiectorii. Considerăm că această tra-
iectorie 1abcde2 (fi g. 4.19) este constituită din porţiuni orizontale și verticale. Lucrul 
Ĺ12 al forţei de greutate pe această traiectorie este egal cu suma lucrurilor pe porţiunile 
din care ea se alcătuiește:

Ĺ12  L1a  Lab  Lbc  Lcd  Lde  Le2.

Porţiunile orizontale formează cu forţa de greutate un unghi drept, deci lucrul pe 
ele este nul: L1a  Lbc  Lde  0. Prin urmare:

Ĺ12  Lab  Lcd  Le2.

Notăm lungimile porţiunilor verticale cu l1, l2 și l3, după cum este indicat în fi gura 4.19. 
Pe porţiunea ab corpul se deplasează în sens contrar forţei de greutate (lucrul este ne-
gativ), iar pe porţiunile cd și e2 el se deplasează în sensul forţei de greutate (lucrul este 
pozitiv). Astfel, pentru lucrul Ĺ12 avem 

Ĺ12  – mg · l1 + mg · l2   mg · l3  mg (l2 l3 – l1).

Din fi gura 4.19 observăm că l2  l3 – l1 = h1–h2; prin urmare:

Ĺ12  = mg (h1–h2).                                                 (4.39)

Rezultatul (4.39) rămîne valabil pentru orice traiectorie formată din porţiuni ori-
zontale și porţiuni verticale de drum. El rămîne valabil, de asemenea, și pentru orice 

Fig. 4.19
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traiectorie curbilinie, deoarece aceasta poate fi 
aproximată cu un număr mare de porţiuni mici 
verticale și orizontale (fi g. 4.20).

Comparînd formulele (4.38) și (4.39), conchi-
dem că lucrul mecanic efectuat de forţa de greuta-
te, care acţionează asupra unui punct material la 
deplasarea acestuia dintr-o poziţie în alta, depinde 
numai de aceste poziţii, dar nu și de forma traiec-
toriei parcurse.

Forţele al căror lucru mecanic nu de  pin  de de forma traiectoriei parcurse de corp, ci 
doar de poziţia iniţială şi de cea fi nală ale corpului, se numesc forţe conservative. 
Cîmpul unor astfel de forţe se numeşte cîmp potenţial.
Din formula (4.39) observăm că lucrul forţei de greutate pe un drum închis, cînd 

h2 = h1, este egal cu zero.  

Forţele al căror lucru mecanic pe orice drum închis este egal cu zero sînt forţe conservative.
Forţa de greutate este o forţă conservativă, iar cîmpul ei omogen este un cîmp potenţial.

b. Energia potenţială gravitaţională

Transcriem expresia (4.38) pentru lucrul mecanic al forţei de greutate:

 L12 = mgh1 – mgh2. (4.40)

Aici h1 și h2 sînt înălţimile poziţiei iniţiale și ale celei fi nale ale punctului material 
deasupra unui nivel ales arbitrar, din considerente de comoditate, luat ca nivel zero.

Relaţia (4.40) arată că lucrul mecanic al forţei de greutate este prezentat ca diferenţa 
valorilor unei mărimi fi zice, dintre care o valoare corespunde stării iniţiale, iar a doua 
stării fi nale. Această mărime se notează cu Ep și este numită energie potenţială a corpului 
în cîmpul forţei de greutate sau energie potenţială gravitaţională. Relaţia (4.40) ia forma

 L12 = Ep1 – Ep2   (4.41)
sau

 L12 = – ΔEp,    (4.42)

unde s-a introdus variaţia energiei potenţiale

 ΔEp = Ep2– Ep1. (4.43)

Din relaţia (4.41) rezultă că energia potenţială se exprimă în jouli (J), ca și lucrul 
mecanic și energia cinetică.

Conform relaţiei (4.42), lucrul mecanic al forţei de greutate este egal cu variaţia 
energiei potenţiale gravitaţionale a corpului, luată cu semn opus.

Astfel, lucrul mecanic defi nește variaţia energiei potenţiale, și nu valoarea acesteia. Dar 
variaţia unei mărimi, ca diferenţă a două valori ale acesteia, nu se modifi că dacă la fi ecare va-
loare adunăm una și aceeași constantă arbitrară. De aceea, comparînd relaţia (4.41) cu (4.40),  
putem scrie că Ep  mgh  const. În acest caz, lucrul mecanic efectuat de forţa de greutate 

L12 Ep1 – Ep2  (mgh1  const.) – (mgh2  const.)  mgh1 – mgh2

Fig. 4.20
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nu depinde de valoarea constantei arbitrare. Aceasta se determină dintr-o condiţie su-
plimentară, luată din considerente de comoditate. Se admite, de regulă, că la nivelul nul 
al înălţimilor (h  0) energia potenţială este nulă (Ep 0). Acesta este deci și nivelul zero 
al energiei potenţiale. Obţinem const.  0. Prin urmare, energia potenţială gravitaţională 

 Ep = mgh. (4.44)

Defi niţia energiei potenţiale gravitaţionale (4.44) arată că valoarea acesteia depinde 
de poziţia corpului la momentul dat în raport cu nivelul nul ales: cu cît corpul se afl ă 
mai sus de acest  nivel, cu atît energia potenţială a lui este mai mare; dacă însă corpul 
se afl ă sub acest nivel, energia potenţială a lui este negativă. Energia potenţială gravi-
taţională este o  mărime de stare.

Valoarea energiei potenţiale a corpului afl at în poziţia dată depinde, de asemenea, 
de nivelul nul, fi ind diferită pentru niveluri nule diferite. Însă lucrul mecanic efectuat 
de forţa de greutate la trecerea corpului dintr-o poziţie în alta nu depinde de alegerea 
nivelului nul. 

Pentru a stabili sensul fi zic al energiei potenţiale, considerăm un corp care trece dintr-o 
poziţie oarecare 1 în poziţia 2 situată la nivelul nul, unde Ep0  0. Atunci din (4.41) rezultă 

 L10 = Ep1, (4.45)

adică energia potenţială gravitaţională a corpului într-o poziţie oarecare este egală 
cu lucrul mecanic efectuat de forţa de greutate a acestuia la trecerea sa din această 
poziţie într-o poziţie situată la nivelul nul.

Energia potenţială gravitaţională a corpului ridicat deasupra Pămîntului ca sursă de lucru 
mecanic este utilizată în tehnică. De exemplu, energia potenţială a apei afl ate la un nivel mai înalt 
este folosită la hidrocentrale, pentru a pune în mișcare turbinele, cea a corpului ridicat și lăsat 
să cadă – la tasarea solului în timpul pregătirii acestuia pentru temeliile construcţiilor etc. 

Astfel, energia potenţială, ca și cea cinetică, caracterizează lucrul mecanic ce poate 
fi  efectuat de corpul respectiv.

c. Echilibrul în cîmpul gravitaţional

Admitem că energia potenţială gravitaţională în starea iniţială Ep1 este mai mare decît 
în starea fi nală Ep2 < Ep1. Atunci din relaţia (4.41) rezultă că lucrul forţei de greutate 
este pozitiv L12 > 0, deci unghiul dintre forţă și deplasare este ascuţit. Aceasta înseamnă 
că forţa de greutate are o componentă orientată în sensul deplasării, adică în sensul 
micșorării energiei potenţiale. 

Relaţia dintre lucrul mecanic și energia potenţială gravitaţională permite să se tragă 
unele concluzii referitoare la stabilitatea stării de echilibru mecanic. 

Considerăm trei cazuri diferite ale echilibrului unei bile (fi g. 4.21). În toate cazurile, în 
poziţia de echilibru 1, forţa de greutate mg a bilei este echilibrată de reacţiunea normală 
N a suprafeţei pe care ea se afl ă. Pentru a cerceta stabilitatea stărilor de echilibru, ne 
imaginăm că bila este deviată puţin (stările 2) de la poziţia sa de echilibru și să urmărim 
comportarea ulterioară a ei. 

Energia potenţială a bilei în poziţia de echilibru 1 din fi gura 4.21, a este maximă. 
Fie bila este deplasată puţin, în poziţia 2. Energia potenţială a bilei se micșorează și 
forţa rezultantă R care acţionează asupra bilei o îndepărtează de poziţia de echilibru. 
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Un astfel de echilibru – starea 1 (fi g. 4.21, a) – este numit echilibru nestabil. Bila, fi ind 
puţin deplasată din această stare, se îndepărtează tot mai mult de ea. 

La devierea bilei din poziţia sa de echilibru 1 pe o suprafaţă orizontală (fi g. 4.21, b) 
energia potenţială rămîne constantă (ΔEp = 0), deci în direcţie orizontală asupra bilei 
nu acţionează o forţă rezultantă diferită de zero. Același rezultat se obţine adunînd 
forţele ce acţionează asupra bilei în poziţia 2. Bila continuă să rămînă în echilibru, 
numit echilibru indiferent. 

În fi ne, în starea de echilibru 1, reprezentată în fi gura 4.21, c, energia potenţială a 
bilei este minimă. La o mică deplasare a ei din această poziţie energia potenţială crește 
(în poziţia 2), deci asupra bilei acţionează o forţă orientată în sens contrar deplasării, 
adică spre poziţia de echilibru. Același rezultat se obţine și în urma compunerii forţelor 
ce acţionează asupra bilei în poziţia 2 (fi g. 4.21, c). Starea de echilibru 1 din această 
fi gură se numește stare de echilibru stabil.

Rezumînd cele expuse mai sus, conchidem că starea de echilibru nestabil reprezintă 
starea în care energia potenţială gravitaţională a corpului este maximă, starea de echilibru 
stabil constituie acea stare, în care energia potenţială este minimă, iar stării de echilibru in-
diferent îi corespunde o valoare constantă a acestei energii în regiunile vecine ale corpului. 

Aceste concluzii privind stabilitatea stării de echilibru mecanic rămîn valabile pentru 
orice cîmp de forţe conservative. Putem afi rma că starea de echilibru stabil al unui 
sistem de corpuri afl at într-un cîmp de forţe conservative este starea cu energia 
potenţială minimă.

PROBLEMĂ REZOLVATĂ
Dintr-o mină cu adîncimea l = 200 m este ridicată o încărcătură avînd masa m = 500 kg cu 
ajutorul unui cablu, a cărui  densitate liniară (masa unei unităţi de lungime) ρl = 1,5 kg/m. 
Care este lucrul consumat la ridicarea încărcăturii?

 REZOLVARE  

Lucrul mecanic consumat la ridicarea încărcăturii Ĺ12  = – L12 = ΔEp. Vari-

aţia energiei potenţiale a încărcăturii ΔEp1 = mgl. La ridicarea încărcăturii 

cu l, centrul de greutate al cablului se ridică cu l
2

. Masa cablului mc= ρl · l, 

deci energia potenţială a acestuia crește cu ΔEp2= mc  g
l
2

 = ρl g  l2

2
 .  

Lucrul total consumat   

Ĺ12 = ΔEp1 +ΔEp2 = (m + ρl  
l
2

) g · l; Ĺ12 = 1,3 · 106 J.

б) в)а)

Fig. 4.21

Se dă: 

l = 200 m,
m = 500 kg,
ρl  = 1,5 kg/m

Ĺ12 – ?
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ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME  
1. Care forţe sînt conservative?

2. Cu ce este egal lucrul mecanic efectuat de o forţă conservativă pe un drum închis?

3. Care mărimi fi zice se numesc mărimi de stare? Energia potenţială gravitaţională este o mărime 
de stare? Argumentaţi răspunsul.

4. Energia potenţială gravitaţională poate lua valori negative? Aduceţi exemple.

5. Care este relaţia dintre lucrul mecanic al forţei de greutate şi variaţia energiei potenţiale a 
corpului dat?

6. Două corpuri de volume egale – unul din aluminiu şi altul din oţel – se afl ă la aceeaşi 
înălţime.  Energia potenţială a cărui corp este mai mare? De cîte ori? Densitatea aluminiului 
ρ1 = 2,7 ·103 kg/m3, a oţelului – ρ2 = 7,8 · 103 kg/m3.

7. La ce înălţime măsurată de la suprafaţa Pămîntului un corp are energie potenţială egală cu ener-
gia sa potenţială la înălţimea h1 = 490 m deasupra suprafeţei Lunii? Acceleraţia gravitaţională 
pe Lună  g1 = 1,6 m/s2, pe Pămînt  g2 = 9,8 m/s2.

8. Un corp cu masa m = 2 kg se afl ă pe suprafaţa Pămîntului. La un moment dat asupra lui începe 
să acţioneze vertical în sus o forţă F = 28 N. Care este energia potenţială a corpului după t = 5 s 
de la începutul acţiunii forţei? Se va lua g = 10 m/s2.

9. Determinaţi lucrul mecanic minim care trebuie efectuat pentru a ridica în poziţie verticală o 
bară cu masa m = 150 kg şi lungimea l = 6 m care se afl ă pe pămînt în poziţie orizontală.

4.7  LUCRUL FORŢEI ELASTICE. 

ENERGIA POTENŢIALĂ ELASTICĂ

Considerăm un resort nedeformat 
avînd constanta de elasticitate k și  un 
capăt fi x. Orientăm axa de coordonate 
Ox de-a lungul resortului avînd originea 
în capătul liber al lui (fi g. 4.22, a). Apli-
căm la capătul liber, de-a lungul axei Ox, 
o forţă deformatoare F. Sub acţiunea ei 
resortul se va alungi și va reacţiona cu o forţă elastică Fe (fi g. 4.22, b). Pentru proiecţia 
acesteia pe axa Ox, în conformitate cu legea lui Hooke, avem 

 Fex = – kx, (4.46)

unde coordonata x a capătului liber este 
egală cu deformaţia absolută a lui: x = l.

Calculăm lucrul mecanic efectuat de 
forţa elastică. Această forţă este variabilă și 
la calcularea lucrului ei se va utiliza metoda 
grafi că. Relaţia (4.46) arată că dependenţa 
proiecţiei forţei elastice de deformaţia x este 
liniară, coeficientul de proporţionalitate 
fi ind negativ. Grafi cul respectiv este repre-
zentat în fi gura 4.23.

Fig. 4.22

б)
упр.

а)

Fig. 4.23

упр. x

AA
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Lucrul forţei elastice atunci cînd deformaţia resortului crește de la x1 pînă la x2 este 
numeric egal cu aria fi gurii limitate de grafi cul forţei, axa Ox și segmentele de ordo-
nate ce corespund coordonatelor x1 și x2. Această fi gură este un trapez (în fi g. 4.23 este 
hașurat) de înălţime (x2–x1), cu bazele de lungimi kx1 și kx2. Trapezul este situat sub 
axa absciselor, deci lucrul forţei este negativ pentru x2 > x1. Acest fapt reiese și din fi gu-
ra 4.22, b, din care se vede că forţa elastică este orientată în sens opus deplasării ca-
pătului liber al resortului.

Pentru lucrul mecanic al forţei elastice, obţinem 

 L12�=�–                  (x2 – x1) =          –
kx1+ kx2

2
kx1

2

2
kx2

2

2
. (4.47)

Din această relaţie rezultă că lucrul forţei elastice a resortului dat depinde numai de 
deformaţia iniţială și de cea fi nală a lui și nu depinde de modalitatea de trecere de la o 
deformaţie la alta. Prin urmare, forţa elastică este o forţă conservativă.

Comparînd relaţiile (4.47) și (4.41), pentru energia potenţială a resortului defor-

mat, numită energie potenţială elastică, obţinem: Ep =       + const.
kx2

2
 Această constantă 

se determină pornind de la condiţia că energia potenţială elastică este nulă (Ep 0), 

atunci cînd resortul nu este deformat (x  0), adică în calitate de nivel zero se ia energia 
potenţială a resortului nedeformat. 

Obţinem const.  0, deci 
 Ep =      kx2

2
. (4.48)

La această alegere a constantei arbitrare energia potenţială a resortului deformat (x  0) 
ia valori pozitive, care nu depind de faptul că resortul a fost alungit sau comprimat, ci 
doar de modulul deformaţiei.

Punctul de aplicaţie al forţei deformatoare coincide cu punctul de aplicaţie al forţei 
elastice, aceste forţe fi ind egale în modúl și de sensuri contrare. Prin urmare, lucrul 
forţei deformatoare Ĺ12 și lucrul forţei elastice L12 satisfac relaţia

  Ĺ12 = – L12 , (4.49)
adică 

 Ĺ12�=�       –
kx2

2

2
kx1

2

2
. (4.50)

Din formulele (4.47) și (4.50) rezultă că la creșterea deformaţiei resortului (|x2 > x1|) 
lucrul forţei deformatoare este pozitiv (L1́2 > 0), consumîndu-se la mărirea energiei 
potenţiale elastice a lui. Atunci cînd deformaţia resortului se micșorează (x2 < x1|), 
lucrul forţei elastice este pozitiv (L12 > 0), adică resortul efectuează un lucru mecanic 
pe seama energiei sale potenţiale.

Deoarece forţa este caracteristica interacţiunii corpurilor, deseori energia potenţială 
este numită energie potenţială de interacţiune. Energia potenţială gravitaţională carac-
terizează interacţiunea dintre corpul dat și Pămînt sau un alt corp, iar energia potenţială 
elastică caracterizează interacţiunea dintre porţiunile corpului deformat elastic. Pentru 
ambele forme de energie potenţială este specifi c faptul că valorile lor sînt determinate de 
poziţiile reciproce ale corpurilor sau ale părţilor componente ale aceluiași corp.
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PROBLEMĂ REZOLVATĂ  

Două resorturi de constante elastice k1 și k2 sînt legate în serie (unul în prelungirea celui-
lalt). Care este energia potenţială elastică a acestui resort combinat atunci cînd alungirea 

totală a lui este egală cu Δl?

 REZOLVARE 

Notăm cu Δl1 și Δl2 alungirile fi ecărui resort în parte. Atunci energia potenţială a sistemu-

lui celor două resorturi este Ep =               +
k1 (Δl1)

2

2
k2 (Δl2)

2

2
.

Pentru a determina alungirile Δl1 și Δl2 , vom folosi două condiţii:

1 – suma alungirilor Δl1 + Δl2  Δl;

2 – forţele elastice cu care un resort acţionează asupra celuilalt sînt egale în  modúl (ca ac-

ţiune și  reacţiune), adică k1Δl1 = k2 Δl2.

Exprimăm Δl2 =     Δl1

k1

k2

,  deci Δl1 +     Δl1 = Δl
k1

k2

, de unde avem Δl1 =            Δl
k2

k1 + k2

, apoi și  

Δl2 =            Δl
k1

k1 + k2

. Pentru energia potenţială elastică a resortului combinat obţinem 

Ep =
k1 k2 (Δl)2

2(k1 + k2)
. Din această expresie rezultă că resortul combinat (prin legarea în serie) se 

comportă ca un resort cu o constantă elastică echivalentă ke =
k1 k2

k1 + k2

.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME  
1. Forţa elastică este o forţă conservativă? Argumentaţi răspunsul.

2. Care este expresia pentru energia potenţială elastică? Cum este ales nivelul nul al ei?

3. Energia potenţială elastică poate lua valori negative? Argumentaţi răspunsul.

4. În care caz resortul efectuează un lucru pozitiv: atunci cînd deformaţia lui se măreşte sau cînd 
aceasta se micşorează?

5. Pentru a alungi un resort iniţial nedeformat cu Δl, s-a consumat un lucru mecanic Ĺ  = 1,25 J. Ce lucru 
mecanic trebuie consumat suplimentar pentru a mări alungirea resortului de la Δl pînă la 3Δl?

6. Determinaţi energia potenţială a unui resort comprimat cu  |Δl| = 0,05 m, dacă se ştie că 
valoarea forţei care echilibrează forţa elastică la acest moment este F = 60 N.

7. Pentru a comprima un resort cu  |Δl1| = 0,02 m, este necesară o forţă F1 = 8 N. Care va fi  energia 
potenţială a acestui resort dacă este alungit cu Δl2 = 0,04 m?

8. Un resort de care este suspendat un corp cu masa m1 = 4 kg are lungimea l1 = 0,30 m. Dacă 
suspendăm încă un corp cu masa m2 = 3 kg, lungimea resortului devine l2 = 0,36 m. Cu cît a crescut 
energia potenţială a resortului după suspendarea celui de-al doilea corp?

4.8  LUCRUL FORŢEI DE FRECARE

Pentru a analiza lucrul forţelor de frecare ce acţionează între corpurile solide, con-
siderăm un corp solid care alunecă pe suprafaţa unui alt corp solid. Asupra primului 
acţionează forţa de frecare la alunecare, a cărei valoare Ff = μN (N este valoarea forţei 
de presiune normală a primului corp asupra celui de-al doilea,  iar μ este coefi cientul de 
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frecare dintre corpuri). Această forţă este permanent orientată în sens contrar vitezei v 

a primului corp în raport cu al doilea. Introducînd vectorul unitar al vitezei v
v

, pentru 
forţa de frecare la alunecare putem scrie 

 Ff = – μN 
v
v

. (4.51)

Pentru a calcula lucrul acestei forţe, exami-
năm un exemplu concret. În colţul 1 al unei 
camere cu laturile egale cu l1 și l2, se afl ă o ladă 
ce trebuie deplasată în colţul opus 3 al camerei 
(fi g. 4.24). Admitem că lada poate fi  deplasată 
pe două căi: de-a lungul diagonalei 1–3 sau de-a 
lungul laturilor 1–2, apoi 2–3. Notăm lucrul forţei 
de frecare la alunecare pe aceste căi prin L13 și L123.

Presupunem că forţa de tracţiune F și unghiul , format de ea cu podeaua, rămîn 
constante. Rămîn  deci constante și reacţiunea normală N a podelei, și valoarea forţei de 
frecare la alunecare Ff . Deoarece această forţă formează cu vectorul deplasare un unghi 
de 180o, pentru lucrul ei pe cele două căi menţio na  te, obţinem  

 

L13
 = – Ff  ·     l1

2
 + l2

2
  = – μN     l1

2
 + l2

2,

L123
 = – Ff  (l1 + l2) = – μN (l1 + l2).  

(4.52)

Observăm că L13  L123, adică lucrul forţei de frecare la alunecare la trecerea unui corp 
dintr-o poziţie în alta depinde nu numai de aceste poziţii, dar și de forma traiectoriei parcurse 
de corp între ele. Prin urmare, forţa de frecare la alunecare nu este o forţă conservativă.

Lucrul forţei conservative pe un drum închis se egalează cu zero, dar în cazul forţei 
de frecare la alunecare, al cărei lucru pe orice porţiune de drum este negativ, lucrul pe 
un drum închis este, de asemenea, negativ, diferit de zero.

În cazul în care corpul solid nu alunecă pe suprafaţa corpului al doilea, între ele 
pot acţiona forţe de frecare de repaus, care echilibrează sistemul de forţe ce acţionează 
asupra fi ecărui corp în parte.

Considerăm un corp afl at pe o bandă rulantă 
(fi g. 4.25) care se mișcă cu viteză constantă. Cor-
pul este în repaus faţă de bandă, suma forţelor 
care acţionează asupra lui este egală cu zero:  
mg + N + Ff = 0. De aici pentru forţa de frecare de 
repaus care acţionează asupra corpului obţinem 
Ff  mg sin . Această forţă are același sens cu viteza, 
deci lucrul ei este pozitiv. Pe o distanţă egală cu l , 
lucrul este egal cu L  Ff  l  mg · l sin =mgh, 
unde h este înălţimea la care a fost ridicat corpul. Astfel, energia potenţială gravitaţională 
a corpului s-a mărit datorită lucrului pozitiv efectuat de forţa de frecare de repaus.

Asupra corpului solid care se mișcă într-un mediu gazos sau lichid acţionează din partea 
mediului o forţă de rezistenţă. Ca și forţa de frecare la alunecare, forţa de rezistenţă 
este orientată în sens contrar vitezei relative a corpului, egale cu 

 vr = vc – vm, (4.53)

тр.

Fig. 4.24

тр.

Fig. 4.25
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unde vc și vm sînt vitezele corpului și ale mediului în raport cu același sistem de referinţă, 
de exemplu, legat cu Pămîntul. Valoarea forţei de rezistenţă depinde de valoarea vitezei 
relative. În cazul vitezelor mici această dependenţă este liniară, astfel putem scrie (2.35, a):

 Fr = – vr . (4.54)

Coefi cientul de proporţionalitate  este numit coefi cient de rezistenţă. Valoarea 
lui depinde de dimensiunile și forma corpului, de natura mediului în care el se mișcă.

Lucrul forţei de rezistenţă (4.54) poate fi  atît negativ, cît și pozitiv, în funcţie de sensul 
vitezei relative vr în raport cu viteza corpului vc. Dacă ambele viteze au același sens, de 
exemplu, în cazul automobilului ce se deplasează cu viteză vc mai mare decît viteza aerului 
(mediului) vm, lucrul forţei de rezistenţă este negativ. Un alt exemplu: viteza vasului cu 
pînze este mai mică decît viteza vîntului care-l sufl ă din spate. În acest caz, viteza relativă 
vr a vasului este de sens contrar vitezei vc a vasului faţă de mal, iar lucrul forţei de rezistenţă 
este pozitiv.

Rezumînd cele expuse mai sus, conchidem că lucrul forţelor de frecare și de rezisten-
ţă poate fi  atît pozitiv, cît și negativ, în funcţie de situaţia concretă în care se manifestă 
aceste forţe.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
1. Forţa de frecare la alunecare este conservativă? Argumentaţi răspunsul.

2. Depinde sau nu depinde lucrul forţei de frecare la alunecare de forma traiectoriei corpului 
între poziţia sa iniţială şi cea fi nală? Ilustraţi răspunsul.

3. Poate fi  pozitiv lucrul forţei de rezistenţă ce acţionează asupra corpului din partea mediului 
în care el se mişcă? Dar negativ? Exemplifi caţi.

4. Calculaţi lucrul forţei de frecare la alunecare pe drumurile închise 1–2–3–1 şi 1–2–3–4–1 din 
fi gura 4.24. Comparaţi rezultatele obţinute şi comentaţi-le.

5. Într-o zi fără vînt un automobil a parcurs unul şi acelaşi traseu de două ori: prima oară cu o 
viteză mai mică, a doua oară cu o viteză mai mare. Comparaţi lucrul forţei de rezistenţă din 
partea aerului în cele două cazuri.

4.9  LEGEA CONSERVĂRII ȘI TRANSFORMĂRII 

ENERGIEI MECANICE

a. Legea conservării și transformării energiei mecanice în sisteme izolate 
în care acţionează forţe conservative

Considerăm un sistem izolat de corpuri, adică un sistem de corpuri care interac-
ţionează numai între ele și nu interacţionează cu corpurile din exteriorul sistemului 
considerat. Admitem că forţele de interacţiune dintre corpuri sînt forţe conservative.

Din teorema variaţiei energiei cinetice (4.34) avem 

 Ec2 – Ec1 = L12. (4.55)

Amintim că aici Ec1 este energia cinetică a sistemului de corpuri în poziţiile lor iniţiale, 
Ec2 – în poziţiile fi nale, iar L12 este lucrul mecanic efectuat de forţele de interacţiune la 
trecerea corpurilor din poziţiile iniţiale în cele fi nale. Aceste forţe sînt conservative, deci 
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lucrul efectuat de ele este egal cu variaţia energiei potenţiale a sistemului de corpuri, 
luată cu semnul minus (4.41):

 L12 = – (Ep2– Ep1). (4.56)

Substituind relaţia (4.56) în (4.55), obţinem 

Ec2 – Ec1  – (Ep2 – Ep1)
sau 

 Ec2 + Ep2 = Ec1 + Ep1. (4.57)

Mărimea fi zică E egală cu suma energiei cinetice şi a celei potenţiale a sistemului la 
momentul dat se numeşte energie mecanică a acestui sistem.
 E = Ec + Ep. (4.58)

Astfel, relaţia (4.57) ia forma 
 E2 = E1. (4.59)

Această relaţie sau (4.57) exprimă legea conservării și transformării energiei mecanice.

Energia mecanică a sistemului izolat de corpuri în care acţionează numai forţe con-
servative rămîne invariabilă în timp.
Legea în cauză arată că se conservă suma celor două forme de energie mecanică și că 

variaţia uneia dintre ele impune variaţia respectivă a celeilalte forme. De exemplu, creș-
terea energiei cinetice este însoţită de micșorarea energiei potenţiale cu aceeași mărime.

Să ilustrăm această lege.
Considerăm un corp cu masa m afl at la înălţimea H deasupra suprafeţei Pămîntului. 

Sistemul izolat este constituit din acest corp și Pămînt. Energia mecanică a acestui sistem se 
compune din energia cinetică a corpului și cea a Pămîntului și din energia potenţială de inter-
acţiune corp–Pămînt. Forţa de atracţie universală dintre corp și Pămînt le imprimă acceleraţii 
al căror raport este egal cu raportul invers al maselor. Masa Pămîntului este incomparabil mai 
mare decît cea a corpului; ca rezultat, acceleraţia Pămîntului este nulă. Prin urmare, deplasarea 
Pămîntului, ca și lucrul forţei de atracţie universală, ce acţionează asupra lui este nulă, deci 
energia cinetică a Pămîntului rămîne constantă. Din această cauză, la înscrierea legii con-
servării energiei mecanice în cazul unui sistem de corpuri, printre care se afl ă și Pămîntul, 
nu fi gurează energia cinetică a acestuia, ci doar energia potenţială de interacţiune cu el.

În starea iniţială, la înălţimea H, viteza corpului și energia sa cinetică sînt nule. Energia 
mecanică a lui se reduce la energia potenţială E1 = Ep1 = mgH. Corpul, fi ind lăsat liber, 
cade spre Pămînt. În această mișcare el posedă și energie cinetică, și energie potenţială, 

astfel că energia mecanică a lui la înălţimea h ia valoarea E  Ec + Ep = mv2

2
+ mgh. Con-

form legii conservării energiei, avem 

 
mv2

2 + mgh = mgH . (4.60)

Cu cît corpul se afl ă mai aproape de Pămînt (înălţimea h este mai mică), energia potenţială 
este mai mică, iar cea cinetică – mai mare. La suprafaţa Pămîntului (h  0) energia potenţială 
devine nulă, toată energia mecanică a corpului transformîndu-se în energie cinetică:

 
mv0

2

2 = mgH , (4.61)

unde v0 este viteza corpului la suprafaţa Pămîntului.
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Relaţia (4.61) a fost obţinută aplicînd legea conservării și transformării energiei 

mecanice. Ea poate fi  obţinută și pe altă cale, considerînd mișcarea uniform accelerată 
a corpului în cădere liberă, avînd acceleraţia gravitaţională g și viteză iniţială nulă.

 Dacă notăm timpul căderii cu t, avem  v0  gt, H  gt2

2 . Din aceste două relaţii, după 
excluderea timpului t, obţinem relaţia (4.61).

 Legea conservării și transformării energiei a fost formulată în anul 1847 de către 
H. Helmholtz.

b.o Ciocnirile corpurilor

Să aplicăm  legea conservării impulsului mecanic al unui sistem de puncte ma-
teriale (par. 4.2, c) la ciocnirea corpurilor. Folosim aceleași notaţii: m1 și m2 – masele 
corpurilor, v1 și v2 – vitezele corpurilor pînă la ciocnire, iar u1 și u2 – vitezele lor după 
ciocnire. Legea conservării impulsului a fost scrisă sub forma (4.13):

 m1v1 + m2v2 = m1u1+ m2u2. (4.62)

În cazul ciocnirii plastice, corpurile ce se ciocnesc formează un corp comun de masă 
egală cu suma maselor, adică egală cu (m1+m2), a fost obţinută viteza u (4.14) a acestui 
corp după ciocnire:

  
m1v1 + m2v2

m1 + m2
u�=� . (4.63)

Pentru a cerceta modul cum se comportă energia cinetică a corpurilor la acest gen 
de ciocniri, calculăm variaţia ei:

 ΔEc =                      – (           +           ).
(m1 + m2) u2

2

m1 v1
2

2

m2 v2
2

2
Substituind expresia (4.63) pentru viteza u, în urma transformărilor evidente, obţinem 

 m1m2 (v1 – v2)2

2(m1 + m2)
ΔEc�=�– . (4.64)

Observăm că în urma ciocnirii plastice a corpurilor energia cinetică se micșorează, 
transformîndu-se în căldură.

Să analizăm un alt gen de ciocnire a corpurilor – ciocnirea perfect elastică sau cioc-
nirea elastică. După această ciocnire, corpurile se separă unul de altul fără a fi  deformate, 
energia cinetică a lor conservîndu-se. Acesta este un model ideal, deoarece în realitate 
corpurile după ciocnire rămîn parţial deformate. Dacă însă deformaţiile sînt destul de 
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Hermann von HELMHOLTZ (1821–1894), fi zician şi fi ziolog german 

Descoperiri în electromagnetism, optică, acustică, mecanica fl uidelor, 
fi zica fenomenelor termice. A formulat (1847) legea conservării ener-
giei demonstrînd caracterul general al acesteia, stabilind că ea se 
respectă în fenomenele mecanice, termice, electromagnetice,  fizio-
logice etc. A construit primul circuit oscilant dintr-o inductanţă şi un 
condensator, a formulat ideea despre structura atomară a electricităţii 
ş.a. În domeniul acusticii fi ziologice a elaborat o teorie a auzului, a 
construit modelul urechii, iar în cel al fi ziologiei văzului a propus teoria 
acomodării ochiului, teoria văzului color.



mici și pot fi  neglijate, ca în cazul ciocnirii dintre 
bilele de biliard din fi ldeș sau din oţel, modelul 
ciocnirii perfect elastice poate fi  aplicat.

Considerăm ciocnirea elastică centrică a două 
bile. În cazul ciocnirii centrice vitezele bilelor pînă 
la și după ciocnire sînt situate pe dreapta care trece 
prin centrele lor (fig. 4.26).

Astfel, în cazul ciocnirii elastice se respectă legea conservării impulsului (4.62) și 
legea conservării energiei cinetice care se scrie după cum urmează:

 +����������=����������+�
m1 v1

2

2
m2 v2

2

2
m1 u1

2

2
m2 u2

2

2
. (4.65)

Transcriem legile de conservare (4.62) și (4.65) sub forma 

 m1 (v1 – u1) = m2 (u2 – v2),
m1 (v2

1 – u2
1) = m2 (u2

2 – v2
2)

sau
 

m1 (v1 – u1) = m2 (u2 – v2),
m1 (v1 – u1) (v1 + u1) = m2 (u2 – v2) (u2 + v2).

Comparînd aceste ecuaţii, obţinem un sistem echivalent:

 
m1 (v1 – u1) = m2 (u2 – v2),

v1 + u1 = u2 + v2.
 (4.66)

Pentru a determina viteza necunoscută u1, înmulţim ecuaţia a doua cu (–m2) și 
adunăm ecuaţia astfel obţinută cu prima ecuaţie (4.66).

Pe această cale obţinem pentru viteza u1 expresia 

 (m1 – m2)v1 + 2m2v2
m1 + m2

u1�=� . (4.67)

Formula pentru viteza u2 poate fi  obţinută folosind o proprietate a sistemului iniţial de 
ecuaţii (4.62) și (4.65). Observăm că acest sistem este simetric faţă de indicii 1 și 2, adică la 
înlocuirea simultană a indicelui 1 cu 2 și a indicelui 2 cu 1 sistemul de ecuaţii nu se modi-
fi că. Aceeași proprietate trebuie să o posede și soluţiile lui. Prin urmare, expresia pentru 
viteza u2 se obţine din formula (4.67) după înlocuirea simultană a indicelui 1 cu 2 și invers.

Obţinem 
 (m2 – m1)v2 + 2m1v1

m1 + m2
u2�=� . (4.68)

Evidenţiem cîteva cazuri particulare.

1. Bilele au mase egale, m1 = m2. Pentru vitezele lor după ciocnire obţinem u1 = v2 și 
u2 = v1, adică în urma ciocnirii elastice bilele au făcut schimb de viteze.

2. Bila cu masa m2 se afl a iniţial în repaus. Vitezele bilelor după ciocnire sînt  

 m1 – m2
m1 + m2

u1�=����������������v1; u2�=
2m1v1

m1 + m2
. (4.69)

3. Dacă bilele au mase egale și a doua se afl a în repaus, avem u1 = 0 și u2 = v1. Prin urmare, 
prima bilă după ciocnire se oprește, iar a doua se mișcă cu viteza primei bile pînă la ciocnire.

4. Bila cu masa m1 se ciocnește de un corp cu masa m2 >> m1 afl at în repaus. De 
exemplu, o bilă se ciocnește elastic cu un perete imobil, viteza bilei v1 fi ind perpendi-

Fig. 4.26
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culară pe acesta. Din expresiile (4.69) obţinem  u1 = – v1 și u2 = 0, adică după ciocnirea 
elastică bila se mișcă cu viteză de aceeași valoare ca și pînă la ciocnire, dar de sens contrar.

c.o Variaţia energiei mecanice a sistemului în prezenţa forţelor neconser-
vative și a forţelor externe

Considerăm un sistem de corpuri care interacţionează nu numai între ele, ci și cu cor-
purile din exteriorul sistemului. Admitem că unele dintre aceste forţe sînt neconservative.

Pornim de la teorema variaţiei energiei cinetice (4.34):

 Ec2 – Ec1 = L12.

Lucrul total al forţelor este egal cu suma lucrurilor forţelor interne Li
12 și a celor 

externe Le
12, adică L12 = Li

12 + Le
12. Lucrul forţelor interne, la rîndul lor, este egal cu lu-

crul forţelor interne conservative Li,c
12 plus lucrul forţelor interne neconservative Li,nc

12 , 
deci L12 = Li,c

12 + Li,nc
12 . Prin urmare, lucrul total L12 = Li,c

12 + Li,nc
12 + Le

12. Dar lucrul forţelor 
conservative se exprimă prin energia potenţială de interacţiune – relaţia (4.41). Avem 
Li,c

12 = Ep1 – Ep2. Astfel, lucrul total se prezintă sub forma  

 L12 = Ep1 – Ep2  + Li,nc
12  + Le

12. (4.70)

Substituind această expresie în relaţia ce exprimă teorema variaţiei energiei cinetice, 
obţinem

Ec2 – Ec1 = Ep1 – Ep2 + Li,nc
12  + Le

12 
sau 

(Ec2 + Ep2) – (Ec1 + Ep1) = Li,nc
12  + Le

12.

Introducem energia mecanică E = Ec + Ep. Pentru variaţia acesteia avem  

 E2 – E1 = Li,nc
12  + Le

12. (4.71)

Variaţia energiei mecanice a unui sistem de corpuri este egală cu lucrul forţelor in-
terne neconservative plus lucrul forţelor externe.
Lucrul forţelor neconservative – al forţei de frecare la alunecare, al forţei de rezistenţă 

ce acţionează asupra corpului din partea mediului în care el se mișcă – este negativ. Ca 
rezultat, acţiunea acestor forţe provoacă micșorarea energiei mecanice a sistemului de 
corpuri. Acestea se încălzesc, energia internă a lor mărindu-se cu valoarea respectivă.

Lucrul forţelor externe poate fi  atît pozitiv, cît și negativ, în funcţie de corelaţia dintre 
sensul lor în raport cu viteza corpurilor asupra cărora ele acţionează. Prin urmare, sub 
acţiunea forţelor externe, energia mecanică a sistemului se mărește atunci cînd lucrul 
lor este pozitiv și se micșorează în cazul lucrului negativ al forţelor externe.

PROBLEME REZOLVATE

1. O sanie cu masa m = 10 kg a coborît, din stare de repaus, o pantă de zăpadă de înălţimea  
h = 5 m, apoi a continuat mișcarea pe o porţiune orizontală de drum și s-a oprit după ce 
a parcurs pe aceasta o distanţă egală cu l = 25 m. Neglijînd frecarea dintre sanie și pan-
ta de zăpadă, determinaţi: a) viteza saniei la capătul inferior al pantei; b) coefi cientul de 
frecare dintre sanie și porţiunea orizontală de drum; c) lucrul mecanic minim care trebu-
ie consumat pentru a readuce sania în poziţia sa iniţială de pe pantă.
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 REZOLVARE 
Reprezentăm schematic situaţia descrisă în problemă (fi g. 4.27).

a) În conformitate cu legea conservării energiei mecanice pentru miș-
carea pe pantă, unde nu acţionează forţe neco n servative, avem 

EB = EA. În poziţia iniţială A, sania posedă energie  potenţială, astfel că 

EA = EpA = mgh, iar în poziţia B – energie cinetică, deci  

EB = EcB =  
mvB

2

2
. Egalînd energiile mecanice ale saniei, obţinem 

 
mvB

2

2
 = mgh, de unde rezultă că vB =  2gh ; vB = 10 m/s. 

b)  La mișcarea pe porţiunea orizontală asupra 

saniei acţionează forţa de frecare

Ff = μN = μmg. 

Egalăm variaţia energiei cinetice a saniei cu 

lucrul acestei forţe:

EcC – EcB = – Ff  l  sau 0  – 
mvB

2

2
 = – μmgl. 

Exprimăm coefi cientul de frecare  μ = 
vB

2

2gl
 = 

h

l
,  μ = 0,2.

c)  Pentru a deplasa sania pe drumul CB, trebuie să acţionăm din exterior cu o forţă de tracţi-
une orizontală egală ca modúl cu forţa de frecare. Deci ĹCB = Ff · l = μmgl. Pentru a depla-
sa sania pe panta BA, trebuie să consumăm un lucru egal cu variaţia energiei potenţiale a 
acesteia: ĹBA = EpA– EpB = mgh. Astfel, lucrul total consumat este  

Lʹ = ĹCB + ĹBA = μ mgl + mgh = 
h

l
 mgl + mgh = 2 mgh. 

Aici s-a ţinut seama de valoarea coefi-
cientului de frecare obţinut la punctul (b). 
Efectuînd calculele, avem Ĺ  = 1000 J = 1 kJ.

2. Pentru a determina viteza unui glonţ, se fo-
losește instalaţia reprezentată în fi gura 4.28. 
O bară de lemn cu masa M este legată la ca-
pătul unui resort nedeformat de constanta 
elastică egală cu k. Glonţul cu masa m, ieșit 
din armă, nimerește în bară, pătrunde în ea și se oprește. Cunoscînd com pri  marea maximă Δlm 
a resortului, determinaţi viteza glonţului. Frecarea dintre bară și suprafaţa orizontală pe care se 
afl ă este neglijabilă.

 REZOLVARE
Interacţiunea glonţului cu bara este o ciocnire plastică. Dacă notăm viteza glonţului cu v, 
iar viteza barei avînd glonţul în ea cu u, atunci în conformitate cu legea conservării impul-
sului avem mv = (M + m) u.

La mișcarea ulterioară a barei și a glon ţului, resortul se comprimă, energia potenţială elas-
tică a lui crește pe contul energiei cinetice a sistemului bară–glonţ, care se micșorează. La 
atingerea  comprimării maxime Δlm, energia cinetică devine nulă, trecînd complet în ener-
gie potenţială. Conform legii conservării și transformării energiei mecanice, avem 

 
(M + m)u2

2
 = 

k(Δlm)2

2
.

Se dă: 

m = 10 kg,
h = 5 m,
l = 25 m

a) vB – ?; b) μ – ?;

c) Ĺ  – ?

Fig. 4.27

Fig. 4.28
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Din expresiile acestor două legi de conservare determinăm viteza glonţului:

v = 
Δlm

m
 · k(M + m).

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
01. Defi niţi energia mecanică a unui sistem de corpuri.

02. În ce condiţii energia mecanică a unui sistem de corpuri rămîne invariabilă în timp?

03. Care ciocniri ale corpurilor se numesc elastice (perfect elastice)?

04. Care dintre legile de conservare este valabilă atît în cazul ciocnirilor elastice, cît şi în cel al 
ciocnirilor plastice ale corpurilor?

05.o Cum variază energia cinetică a sistemului de corpuri în urma ciocnirii plastice dintre ele?

06.o Un corp cade liber de la înălţimea H = 60 m. Determinaţi înălţimea la care energia lui cinetică 
este de două ori mai mare decît cea potenţială.

07. Un corp este aruncat oblic de la suprafaţa Pămîntului cu viteza v0 = 25 m/s. Care este viteza 
lui la momentul cînd se afl ă la înălţimea h = 20 m?

08. O bară mică alunecă de la vîrful unui plan înclinat de lungime l = 2,8 m, care formează unghiul 
 = 30o cu orizontala. Determinaţi viteza barei la baza planului înclinat: 

 a) în lipsa frecării dintre bară şi planul înclinat;
 b) în cazul cînd coefi cientul de frecare dintre bară şi planul înclinat  = 0,5.

09. Determinaţi viteza unei bile cu masa m = 0,02 kg la lansarea ei de un pistol-jucărie cu resort, 
fi xat orizontal. Constanta elastică a resortului k = 242 N/m, acesta fi ind comprimat cu  
Δl = 0,01m.

10.o Un vagon cu masa m = 30 t se mișcă cu viteza v = 2 m/s pe o linie de rezervă a căii ferate, 
spre bariera de la capătul acesteia. Bariera este dotată cu două resorturi identice de constantă 
de elasticitate k = 2,4 ·105 N/m. Determinaţi comprimarea maximă a resorturilor atunci cînd 
ele opresc vagonul.

11.o O sferă din plumb cu masa m1 = 0,5 kg care se mișca cu viteza v1 = 4 m/s s-a ciocnit cu o sfe-
ră din plastilină cu masa m2 = 0,3 kg care se mișca în întîmpinare cu viteza v2 = 2 m/s. Cal-
culaţi energia cinetică a corpului comun format din cele două sfere în urma ciocnirii plastice 
a acestora.

12.o Un copil cu masa m1 se afl ă pe gheaţă, pe patine, lîngă săniuţa cu masa m2. Copilul a împins 
săniuţa, imprimîndu-i viteza v2 , el mișcîndu-se în sens contrar. Ce lucru mecanic a efectuat 
copilul?

13.o O bilă de masă m1 = 0,4 kg a ciocnit elastic și central o altă bilă de masă m2 = 0,2 kg care se 
afl a în repaus. Energia cinetică a bilei a doua după ciocnire a devenit egală cu 40 J. Determi-
naţi energia cinetică a primei bile pînă la ciocnire și după aceasta.

14. O piatră cu masa m = 0,5 kg a fost aruncată de la înălţimea h = 30 m cu o viteză iniţială 
v1 = 25 m/s. Stabiliţi lucrul forţelor de rezistenţă care au acţionat asupra pietrei, dacă vi-
teza ei la căderea pe Pămînt a fost egală cu v2 = 30 m/s.

15. Un corp cu masa m = 0,8 kg aruncat vertical în sus cu viteza v0 = 12 m/s atinge înălţimea 
maximă H = 6 m. Care este  valoarea medie a forţei de rezistenţă ce a acţionat asupra corpu-
lui din partea aerului? Cu ce viteză va reveni corpul la locul de lansare, dacă admitem că forţa 
medie de rezistenţă în ambele cazuri are aceeași valoare?
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C a p i t o l u l  V

OSCILAŢII 
ŞI UNDE MECANICE 

5.1  MIȘCAREA OSCILATORIE

În natură întîlnim frecvent mișcări ce se repetă după anumite intervale de timp, 
adică periodic. De exemplu, orice mișcare uniformă de rotaţie a unui corp este pe-
riodică: fi ecare punct al corpului trece prin poziţiile ocupate la rotaţiile precedente, 
avînd, totodată, viteza și sensul mișcării identice. O mișcare periodică efectuează și 
corpul suspendat de un fi r sau 
un resort, balansierul unui cea-
sornic, barca pe valurile mării, 
plasa păianjenului, cînd în ea 
nimerește prada etc. Însă nu 
orice mișcare periodică este și 
oscilatorie. Mișcarea uniformă 
de rotaţie diferă esenţial de cea 
descrisă în exemplele menţio-
nate. La o analiză mai detaliată 
observăm că mișcarea se poate 
realiza în jurul unei poziţii fi xe, 
care coincide cu cea de echilibru 
stabil, numită centru de oscila-
ţie, sau o asemenea poziţie nu 
există (cazul mișcării de rotaţie). 
În figura 5.1 sînt prezentate 
exemple de mișcări oscilatorii, 
unde cu OO´ este indicat nivelul 
poziţiei echilibrului stabil.

а)

в)

б)

г)

Fig. 5.1
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Mişcarea ce se repetă periodic de-a lungul unei oarecare traiectorii parcurse succesiv 
în sensuri opuse se numeşte oscilaţie mecanică, iar sistemul care o realizează – oscilator.
Orice oscilaţie se caracterizează prin anumiţi parametri cantitativi, care, în condiţi-

ile date, își menţin valoarea numerică constantă și o deosebesc de alte oscilaţii. Acești 
parametri sînt amplitudinea, perioada și frecvenţa.

Valoarea abaterii maxime a corpului ce oscilează de la poziţia de echilibru stabil se 
numeşte amplitudine.
Ea este determinată de condiţiile iniţiale aplicate oscilatorului, adică de acţiunea 

care îl aduce în stare de mișcare. Amplitudinea poate fi  atît o mărime liniară, cît și 
unghiulară. În funcţie de aceasta, unitatea ei în SI este metrul (m) sau radianul (rad). 
În fi gura 5.1 amplitudinea este notată cu litera A (fi g. 5.1, a, c, d) și, respectiv, cu φm 
(amplitudine unghiulară) (fi g. 5.1, b).

Mişcarea dintre două treceri succesive a oscilatorului prin acelaşi punct al traiecto-
riei, posedînd viteză şi acceleraţie identice, reprezintă o oscilaţie completă. Timpul 
(T) necesar pentru efectuarea ei se numeşte perioadă. În SI unitatea perioadei este 
secunda, [T] = 1 s.
Dacă se cunoaște perioada oscilaţiilor T, atunci numărul de oscilaţii complete N, 

efectuate în intervalul de timp t, se determină din relaţia 

 N = 
t
T

. (5.1)

Un alt parametru ce descrie o oscilaţie este frecvenţa. Ea este notată cu litera gre-
cească ν (niu) și caracterizează rapiditatea repetării mișcării oscilatorii.

Mărimea ν, egală numeric cu numărul de oscilaţii complete efectuate într-o unitate 
de timp, se numeşte frecvenţă (a oscilaţiei):

 ν = 
N
t

 = 
1
T

. (5.2)

Unitatea frecvenţei în SI este un hertz (Hz):

[ν] = 1s–1 = 1Hz.

Pentru a stabili condiţiile necesare 
apariţiei și menţinerii mișcării oscila-
torii, să analizăm mișcarea unui corp 
fi xat la capătul unui resort. Presupu-
nem că se realizează o situaţie ideală, 
cînd forţele de frecare și de rezistenţă 
nu acţionează (fi g. 5.2). Mișcarea os-
cilatorie, ca oricare altă mișcare, se 
produce numai în urma unor inter-
acţiuni cu alte corpuri. Astfel, corpul 
care oscilează împreună cu cele ce 
interacţionează alcătuiesc un sistem 
oscilant, în care se realizează starea 
de echilibru stabil și se pot produce os- Fig. 5.2

x

x

x

x>0

а)

в)

б)

упр.2

упр.1
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cilaţii. În exemplul considerat, sistemul oscilant conţine două componente: corpul, 
a cărui mișcare se va cerceta, și resortul.

Iniţial corpul se afl ă în poziţia de echilibru stabil O (fi g. 5.2, a), în care forţa de elas-
ticitate este nulă. Pentru a-l scoate din această poziţie, este necesară acţiunea unei forţe 
exterioare. Considerînd că această forţă nu depășește limitele elasticităţii, în resortul 
deformat prin alungire apare forţa de elasticitate Fe,x = –kx, sub a cărei acţiune corpul 
începe să se deplaseze din poziţia 1 spre poziţia de echilibru O (fi g. 5.2, b), mărindu-și 
treptat viteza. Conform principiului fundamental al dinamicii:

 –kx = max. (5.3)
În poziţia 1 forţa de elasticitate, deci și acceleraţia corpului, este maximă. Odată 

cu apropierea corpului de poziţia de echilibru (micșorarea coordonatei x), forţa de 
elasticitate Fe1 și acceleraţia corpului tind spre zero, iar viteza crește și în poziţia de 
echilibru atinge o valoare maximă. Datorită inerţiei, corpul trece prin poziţia de echi-
libru O și se deplasează spre stînga, comprimînd resortul. Întrucît la comprimare în 
resort ia naștere forţa de elasticitate Fe2 de sens opus vitezei corpului, mișcarea lui este 
încetinită. Acceleraţia corpului se mărește în modúl, iar viteza lui se micșorează. În 
poziţia 2 (fi g. 5.2, c) viteza este egală cu zero, iar valorile forţei din resort și a accelera-
ţiei devin maxime. Mai mult ca atît, deoarece se cercetează o situaţie ideală |Fe2| = |Fe1|, 
deplasările corpului în stînga și în dreapta de la poziţia de echilibru sînt egale. Sub 
acţiunea forţei Fe2, corpul începe mișcarea accelerată spre dreapta, mărindu-și viteza. 
Deoarece în poziţia de echilibru |Fe2| = 0, conform ecuaţiei (5.3), acceleraţia corpului 
de asemenea este egală cu zero, iar viteza devine maximă. Continuîndu-și, după inerţie, 
mișcarea spre dreapta, corpul își micșorează viteza, ajungînd în poziţia 1 (fi g. 5.2, b) cu 
viteză nulă, forţa Fe1  și acceleraţia fi ind maxime. Ulterior mișcarea corpului se va repeta 
în aceeași ordine. Așadar, corpul efectuează o mișcare periodică numită oscilatorie, 
trecînd succesiv prin poziţiile 1 – O – 2 – O – 1. Forţa sub a cărei acţiune se produce 
mișcarea oscilatorie este orientată întotdeauna spre poziţia de echilibru stabil și se 
numește forţă de revenire.

Oscilaţiile efectuate de un corp numai sub acţiunea forţei de revenire au fost nu-
mite oscilaţii proprii. În realitate însă asupra oricărui corp acţionează și forţele de 
rezistenţă ale mediului. Din această cauză, oscilaţiile proprii reprezintă o situaţie ideală 
care nu se realizează în practică. Oscilaţiile corpului care se produc sub acţiunea forţei 
de revenire și a forţelor de rezistenţă ale mediului se numesc oscilaţii libere. Ele se 
deosebesc de oscilaţiile proprii cu atît mai puţin cu cît forţele de rezistenţă sînt mai 
mici.   

Din cele expuse, pot fi  formulate condiţiile necesare pentru apariţia și menţinerea 
oscilaţiilor unui corp:

• corpul trebuie să posede o energie suplimentară în comparaţie cu energia lui în 
starea de echilibru stabil;
• asupra corpului scos din poziţia de echilibru trebuie să acţioneze o forţă de reve-
nire;
• dacă asupra corpului acţionează şi forţe de rezistenţă, atunci energia suplimentară 
nu trebuie să se consume complet pentru învingerea lor.
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ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
01. Ce se numeşte oscilaţie mecanică? Propuneţi exemple. 

02. Prin ce se deosebeşte mişcarea oscilatorie de cea de 
rotaţie? Ce reprezintă centrul de oscilaţie?

03. Defi niţi amplitudinea, perioada şi frecvenţa mişcării 
oscilatorii. Care sînt unităţile acestora în SI?

04. Care oscilaţii sînt numite libere? Prin ce se deosebesc 
ele de oscilaţiile proprii? 

05. Formulaţi condiţiile necesare pentru apariţia şi men-
ţinerea oscilaţiilor.

06. Bila B se poate afl a în poziţiile de echilibru 1 sau 2 (fi g. 5.3). În care dintre aceste poziţii este 
posibilă mişcarea oscilatorie? Argumentaţi răspunsul.

07. Un corp efectuează oscilaţii cu amplitudinea A = 2 cm. Ce distanţă parcurge corpul timp de 
o perioadă?

08.  În timp de 1 min. un balansoar (scrînciob) a efectuat 20 de oscilaţii complete. Care este 
perioada de oscilaţie a balansoarului?

09.  Căruciorul fi xat la capătul unui resort efectuează o oscilaţie completă în 0,5 s. Determinaţi 
frecvenţa oscilaţiilor.

5.2  OSCILATORUL LINIAR ARMONIC

În funcţie de condiţiile în care se afl ă oscilatorul, mișcările executate de acesta sînt 
diverse, de cele mai multe ori, foarte complicate, iar descrierea lor cantitativă este destul 
de difi cilă. Din această cauză, vom alcătui un model fi zic idealizat, cu ajutorul căruia 
se va studia cea mai simplă mișcare oscilatorie. În calitate de oscilator se va considera 
un punct material de masă m, asupra căruia acţionează doar forţa de revenire, care 
reprezintă o funcţie liniară în raport cu abaterea de la poziţia echilibrului stabil (de 
exemplu, forţa de elasticitate). Astfel de forţe sînt numite cvasielastice sau de tip elastic. 
Deoarece mișcarea oscilatorie realizată în cadrul acestui model, după cum vom vedea 
ulterior, este descrisă de o funcţie armonică, el a fost numit oscilator liniar armonic. 
În realitate astfel de oscilatori nu există, însă în condiţii de laborator se pot confecţiona 
sisteme oscilante cu proprietăţi apropiate de condiţiile ideale. De exemplu, un corp de 
dimensiuni mici și masă mare, suspendat de un resort perfect elastic, avînd masa negli-
jabilă în raport cu cea a corpului, este numit pendul elastic, iar același corp, suspendat 
de un fi r lung inextensibil și imponderabil, pendul gravitaţional sau matematic.

a. Pendulul elastic

Fie un pendul elastic de masă m și constantă de elasticitate k. În starea ini-
ţială, sub acţiunea forţei de greutate G,  resortul deja este alungit cu x0, iar 
forţa de elasticitate menţine sistemul în poziţia echilibrului stabil (fig. 5.4).
Dacă luăm în această poziţie originea axei de coordonate Ox, de-a lungul căreia se va 
produce mișcarea oscilatorie, atunci condiţia echilibrului stabil se scrie sub forma 

 G = –kx0. (5.4)

1

2

Fig. 5.3
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La deplasarea corpului de la poziţia de 
echilibru cu valoarea x în sensul pozitiv al 
axei de coordonate, din partea resortului 
acţionează forţa de elasticitate egală cu 
–k (x – x0) și legea a doua a lui Newton, care 
descrie această mișcare, capătă aspectul:

 max = –k (x – x0) + Gx,  (5.5)

unde ax este proiecţia vectorului acceleraţie 
pe această axă. Luînd în considerare (5.4), 
din (5.5), avem max = –kx. Dacă împărţim 
această ecuaţie la m, obţinem 

 ax + ω2x = 0,  (5.6)

unde
 ω2 = k/m (5.7)

reprezintă o constantă dependentă de proprietăţile pendulului elastic. 
Relaţia (5.6) descrie complet mișcarea oscilatorie a pendulului elastic și a fost numită 

ecuaţia oscilatorului liniar armonic.

b. Pendulul gravitaţional

Să analizăm particularităţile mișcării oscila-
torii în cazul pendulului gravitaţional (fi g. 5.5). 
Sistemul oscilant este alcătuit din fi rul de 
lungime l, corpul punctiform de masă m și 
Pămîntul, din partea căruia acţionează forţa 
de greutate. Se scoate pendulul din poziţia 
de echilibru stabil. În această stare asupra 
corpului acţionează forţa de greutate G = mg, 
orientată vertical în jos, și forţa de tensiune 
T din fi r, direcţionată de-a lungul lui. Din 
fi gura 5.5 se observă că forţa de greutate este 
caracterizată de două componente: normală 
Gn și tangentă Gt la traiectoria mișcării cor-
pului, fi ind orientate, respectiv, pe direcţia 
fi rului și perpendicular acestuia. 

Componenta Gt a forţei de greutate im-
primă corpului o acceleraţie at , numită tan-
genţială, datorită căreia se modifi că modulul 
vitezei lui. Sub acţiunea ei, pendulul începe să se deplaseze spre poziţia de echilibru 
stabil de-a lungul unui arc de cerc de rază egală cu lungimea pendulului l, mărindu-și 
treptat viteza. În același timp, valoarea acestei componente Gt se micșorează și la tre-
cerea prin poziţia de echilibru stabil este egală cu zero (fi g. 5.5), viteza fi ind maximă. 
Datorită inerţiei, corpul trece dincolo de poziţia de echilibru, continuîndu-și mișcarea 
cu viteză descrescătoare, deoarece apare componenta Gt a forţei de greutate, orientată 

G

G

G
x0

Fig. 5.4

Fig. 5.5
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spre poziţia de echilibru, însă de sens opus vectorului viteză. Cînd viteza corpului este 
egală cu zero, componenta tangenţială a forţei de greutate Gt are valoare maximă, corpul 
mișcîndu-se spre poziţia de echilibru. Gt se manifestă ca o forţă de revenire, sistemul 
cercetat îndeplinind condiţiile necesare pentru realizarea mișcării oscilatorii.

Pentru obţinerea ecuaţiei mișcării acestui sistem oscilant, observăm că poziţia 
corpului la orice moment de timp este descrisă de unghiul de abatere  a fi rului de la 
verticală sau de lungimea arcului, de-a lungul căruia se produce mișcarea. Unghiul  
și lungimea arcului se vor considera pozitive dacă pendulul deviază spre dreapta de la 
poziţia de echilibru și negative cînd deviază spre stînga. Din fi gura 5.5 se observă că 
proiecţia forţei de greutate pe direcţia tangentă la traiectoria mișcării corpului, cînd 
fi rul pendulului formează unghiul  cu verticala, este  

 Gt = –G sin  = –mg sin ,   (5.8)

unde semnul „–” arată că Gt și  (sau deplasarea) au întotdeauna orientări opuse. Dacă 
unghiul  este mic, lungimea arcului  este aproximativ egală cu lungimea coardei 
CA, care în acest caz reprezintă abaterea x de la poziţia de echilibru. În această aproxi-
maţie sectorul de cerc OCA, descris de fi rul pendulului de lungime l, se poate aproxima 
cu un triunghi dreptunghic (fi g. 5.5), din care avem sin  = CA/l = x/l și relaţia (5.8) 
capătă aspectul 

 Gt ≈ –
mg

l
 x. (5.9)

Pentru valori mici ale unghiului  forţa de revenire Gt este o forţă cvasielastică și 
sistemul efectuează oscilaţii armonice. Conform legii a doua a lui Newton, în proiecţii 
pe direcţia cercetată Gt = mat , după introducerea relaţiei (5.9) și simplifi carea cu m, 
se obţine ecuaţia 
 at + ω2x = 0,     (5.10)
unde
 ω2 = g/l.     (5.11)

De menţionat că ecuaţia (5.10) este valabilă numai pentru unghiuri mici ( ≤ 15
o
), 

cînd valoarea funcţiei „sinus” este aproximativ egală cu valoarea unghiului exprimată 
în radiani. Într-adevăr, dacă  ≤ 15

o
, atunci deosebirea dintre valorile  și sin  este mai 

mică decît 1%. Este evident că pentru unghiuri mai mari oscilaţiile pendulului cercetat 
nu vor mai fi  armonice, întrucît forţa de revenire nu mai este cvasielastică. 

S-a obţinut un rezultat excepţional: ecuaţia mișcării, atît în cazul pendulului elas-
tic, cît și al celui gravitaţional, este aceeași. Se deosebește numai constanta ω, care 
depinde în fi ecare caz de proprietăţile sistemului oscilant studiat. Aceasta înseamnă 
că abaterea de la poziţia de echilibru în ambele cazuri se modifi că în timp după aceeași 
lege, chiar dacă forţele care determină caracterul acestor mișcări au natură fi zică diferită: 
la pendulul elastic – rezultanta forţelor elastică și de greutate, iar la cel gravitaţional – 
rezultanta forţelor de greutate și de tensiune a fi rului. 

Ecuaţia de forma (5.6) sau (5.10) este aparent foarte simplă, însă rezolvarea ei este 
destul de complicată și nu se încadrează în programa de liceu. Totodată, anume soluţia 
ei, care reprezintă legea mișcării oscilatorii, ne va permite studiul detaliat al acestei 
mișcări. În cele ce urmează, vom căuta soluţia ecuaţiei oscilatorului liniar armonic, 
pornind de la rezultate experimentale.
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c. Legea mișcării oscilatorii armonice

Abaterea oscilatorului de la po-
ziţia de echilibru în funcţie de timp 
(legea mișcării oscilatorii) poate 
fi  studiată ușor cu ajutorul oscilo-
gramelor obţinute experimental. 
Oscilograma (de la lat. oscillum 
„oscilaţie” și gr. gramma „scriere”) 
constituie reprezentarea grafi că a 
legii mișcării oscilatorii. Cea mai 
simplă oscilogramă poate fi  obţi-
nută dacă pe oscilator se fi xează o 
mină de creion sau o peniţă, care 
imprimă mișcarea lui pe o coală de hîrtie ce se deplasează cu viteză constantă (fi g. 5.6). 
Se observă că atît în cazul pendulului elastic (fig. 5.6, a), cît și al celui gravitaţional 
(fig. 5.6, b), oscilograma are unul și același aspect, care permite să presupunem că funcţia 
ce descrie legea mișcării oscilatorii este „sinus” sau „cosinus”. Această presupunere se 
confi rmă cu ajutorul următoarei experienţe, ce demonstrează legătura dintre mișcarea 
circulară uniformă și mișcarea oscilatorie. 

Considerăm un disc de rază A, la marginea căruia, pe obadă, este fixa-
tă o tijă cu bila b la capăt (fig. 5.7). Cu ajutorul motorului M discul, împre-
ună cu bila b, este pus într-o mișcare uniformă de rotaţie. Dacă această in-
stalaţie se iluminează cu un fascicul de lumină din stînga, paralel discului, 
atunci pe ecranul E se observă mișcarea oscilatorie a proiecţiei (umbrei) p a bilei. În 
spaţiul dintre disc și ecran plasăm un pendul gravitaţional, care efectuează oscilaţii, 
avînd amplitudinea A egală cu 
raza discului, într-un plan paralel 
ecranului E, astfel încît ambele bile 
sînt proiectate pe acesta. Se poate 
găsi o astfel de viteză de rotaţie a 
discului, pentru care proiecţiile 
bilelor se suprapun, efectuînd pe 
ecran aceeași mișcare. Prin urmare, 
particularităţile mișcării oscilatorii 
pot fi  studiate cu ajutorul mișcării 
proiecţiei unui oarecare punct al 
cercului pe unul din diametrele lui.

Admitem că punctul material M se mișcă uniform pe un cerc de rază A și efectuează 
o rotaţie completă în timpul t = T. În fi gura 5.8 cu M1, M2, ..., M7 sînt notate poziţi-
ile intermediare ale punctului material M în mișcarea sa de-a lungul cercului, iar cu 
M1́ , M2́ , ..., M7́  – poziţiile intermediare ale proiecţiei coordonatei acestuia pe diametrul 
vertical în diferite intervale de timp. În calitate de origine a timpului se consideră mo-
mentul la care punctul material M se afl ă pe diametrul orizontal. La un moment arbitrar 
de timp raza mobilă OM1 a cercului formează cu diametrul orizontal unghiul φ și din 

v

v

а) б)

Fig. 5.6

Fig. 5.7
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triunghiul dreptunghic OP1M1 
(fi g. 5.8) proiecţia coordonatei 
punctului M1 pe diametrul ver-
tical (pe ecranul E) este 

y = A sin φ.

Unghiul φ este cu atît mai 
mare, cu cît durata timpului de 
la începutul mișcării și viteza 
de rotaţie sînt mai mari. În 
cazul mișcării circular unifor-
me, mărimea fi zică ce carac-
terizează rapiditatea variaţiei 
unghiului φ este numită viteză unghiulară, fi ind defi nită prin relaţia 

 ω = 
Δφ
Δt . (5.12)

Dacă punctul material M face o rotaţie completă, atunci Δφ = 2π, Δt = T – perioada 
de rotaţie și din (5.12) se obţine legătura dintre viteza unghiulară și perioada de rotaţie 
sau frecvenţă:
 ω = 

2π
T

 = 2πν. (5.13)

Mărimea fi zică ω are o cu totul altă semnifi caţie în cazul mișcării oscilatorii pe 
care o efectuează proiecţia coordonatei punctului material M sau oricare alt corp. 
Într-adevăr, în decursul mișcării oscilatorii corpurile se deplasează în jurul unei pozi-
ţii fi xe a echilibrului stabil și nu se mai poate vorbi despre mișcarea de rotaţie. După 
cum se observă din (5.13), în SI unitatea pentru ω este s–1, deci are semnifi caţia unei 
frecvenţe. Din această cauză în teoria oscilaţiilor ω este numită frecvenţă ciclică sau 
pulsaţie. Dacă frecvenţa ν arată cîte oscilaţii face corpul într-o secundă, atunci pulsaţia 
ω reprezintă numărul de oscilaţii efectuate de oscilator în decursul a (2π)s.

Deoarece în exemplul considerat (fi g. 5.8) valorile unghiului și momentului de timp 
iniţiale sînt nule, din (5.12) rezultă φ = ωt și pentru coordonata proiecţiei punctului 
M1 obţinem 
 y = A sin ωt.  (5.14)

Ecuaţia (5.14) caracterizează mișcarea proiecţiei punctului material M pe ecranul E 
și constituie legea mișcării oscilatorii a acesteia, reprezentată grafi c în fi gura 5.8 prin 
dependenţa y(t). Întrucît bila pendulului gravitaţional și proiecţia celei fi xate pe 
disc (fi g. 5.7) realizează una și aceeași mișcare, ecuaţia menţionată reprezintă legea 
mișcării oscilatorii; prin urmare, constituie o soluţie a ecuaţiei oscilatorului liniar 
armonic (5.6). Funcţiile „sinus” și „cosinus” sînt numite armonice, deci legea mișcării 
oscilatorii este o lege armonică.

Oscilaţiile descrise de ecuaţia (5.14) se deosebesc numai prin condiţiile iniţiale. De 
exemplu, dacă un pendul ce se afl ă iniţial în poziţia de echilibru (x = 0) este pus în 
mișcare sub acţiunea unei lovituri de scurtă durată, imprimîndu-i-se o viteză iniţială în 
sensul pozitiv, atunci mișcarea lui va avea loc după legea x = A sin ωt, iar dacă același 
pendul la momentul iniţial este eliberat din poziţia de abatere maximă (x = A), atunci 
legea mișcării este x = A cos ωt = A sin (ωt + π/2). 

Fig. 5.8
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Oscilatorul însă poate începe mișcarea și dintr-o poziţie arbitrară situată între cele 
de echilibru sau de abatere maximă. În asemenea cazuri, la momentul t = 0 argumentul 
funcţiei „sinus” sau „cosinus” este diferit de 0 sau π/2 și ia valori arbitrare. Așadar, în 
funcţie de condiţiile iniţiale, legea mișcării oscilatorului liniar armonic are aspectul 

 x = A sin (ωt + φ0)   (5.15, a)
sau
 x = A cos (ωt + φ0),   (5.15, b)
unde φ0 se măsoară în radiani și poate lua valori atît pozitive și negative, cît și egale cu 
zero. Este evident că cele două relaţii pentru legea mișcării sînt absolut echivalente și 
se pot utiliza în egală măsură.

d. Caracteristicile momentane ale oscilaţiilor armonice

Amplitudinea A, perioada T și frecvenţa ν, introduse pentru descrierea mișcării osci-
latorii, nu permit a spune în ce stare se afl ă oscilatorul la momentul de timp dat și în care 
sens se mișcă. Pentru aceasta vom introduce niște mărimi noi ce caracterizează starea mo-
mentană a sistemului oscilant, utilizînd în acest scop legea mișcării (5.15), obţinută mai sus.

Mărimea x ce caracterizează poziţia oscilatorului la momentul de timp ales în raport 
cu starea de echilibru se numeşte elongaţie. 
Din (5.15) se observă că amplitudinea A este numeric egală cu valoarea maximă a 

elongaţiei, adică 
A = |xmax|.

O altă caracteristică importantă a sistemului oscilant este faza oscilaţiei.

Argumentul funcţiei ce descrie oscilaţia şi determină coordonata, viteza şi alte mărimi 
ce caracterizează mişcarea oscilatorului la momentul dat al timpului se numeşte fază.

φ = ωt + φ0 , 

unde φ0 este faza iniţială a oscilaţiei și corespunde elongaţiei oscilatorului la momentul 
de timp t = 0.

Deoarece mișcarea oscilatorie este periodică, adică x(t + T) = x(t), reiese că 
A sin [ω(t + T) + φ0] = A sin (ωt + φ0). Funcţiile „sinus” sau „cosinus” au perioada 2π și 
în intervalul de timp de la t pînă la t + T egal cu o perioadă, faza oscilaţiei se modifi că cu 
2π, adică ω(t + T) + φ0 = ωt + φ0 + 2π sau ωT = 2π, de unde rezultă relaţia de legătură 
dintre perioada oscilaţiei T și pulsaţia ω:

 T = 
2π
ω

 . 

Așadar, faza oscilaţiei capătă aspectul 

 φ = 2π 
t
T

 + φ0 . (5.16)

Din (5.16) se observă că faza oscilaţiei depinde de timp, dar este independentă de scara 
aleasă pentru măsurarea lui, deoarece se exprimă prin timpul relativ t/T. Cu alte cuvinte, 
pentru fi ecare sistem oscilant există un „etalon al timpului” propriu, egal cu perioada osci-
laţiilor. Fiecărui interval de timp exprimat în fracţiuni de perioadă îi corespunde o valoare 
a fazei, exprimată în radiani, adică faza reprezintă un echivalent unghiular al timpului.
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Faza permite să se facă deosebirea dintre două oscilaţii, care se produc cu aceeași 
perioadă și amplitudine.  

Dacă pentru două oscilaţii se vor lua aceleași condiţii iniţiale de măsurare a fazei, 
atunci deosebirea dintre ele se poate exprima prin diferenţa de fază (defazajul) Δφ. 
Din (5.16) se observă că două oscilaţii caracterizate de aceeași perioadă (frecvenţă) vor 
avea permanent același defazaj. În acest caz, două oscilaţii sînt în concordanţă de fază 
sau sincrone, dacă Δφ = 0, și în opoziţie de fază sau asincrone, dacă Δφ = π.

Starea momentană a oscilatorului se mai caracterizea-
ză prin viteză și acceleraţie de oscilaţie. Pentru obţinerea 
legilor de variaţie a vitezei și acceleraţiei în funcţie de 
timp, vom utiliza reprezentarea schematică (fi g. 5.9) a 
experimentului ilustrat în fi gura 5.7.

Punctul material M în mișcarea sa pe cerc este carac-
terizat de vectorii viteză vM și acceleraţia centripetă aM 
(fi g. 5.9), ale căror module se exprimă conform relaţiei 
(1.45) prin pulsaţia (amintim că raza cercului a fost 
notată cu A). Este evident că proiecţiile vectorilor vM și 
aM  pe axa de coordonate Oy (fi g. 5.9) vor caracteriza, 
respectiv, viteza și acceleraţia de oscilaţie a proiecţiei M´a punctului material M și, 
totodată, a oscilatorului liniar armonic (în cazul experienţei noastre – a pendulului 
gravitaţional).  

Din triunghiurile dreptunghice evidenţiate în fi gura 5.9, pentru proiecţiile vectorilor 
vM și aM  se obţine   

υy = υM cos ωt = Aω cos ωt,

ay = –aM sin ωt = –Aω2 sin ωt.

Aceste relaţii reprezintă legile vitezei și acceleraţiei de oscilaţie a unui oscilator 
li niar armonic într-un caz particular, cînd fa za iniţială este nulă (la momentul t = 0 
punc tul material se afl ă în poziţia M0). În cazul general, cînd faza iniţială este diferită 
de zero (punctul material M0 se afl ă într-o poziţie arbitrară de pe circumferinţă), legile 
respective au forma 
 υy = Aω cos(ωt + φ0), (5.17) 

 ay = –Aω2 sin(ωt + φ0). (5.18)

Se observă că atît viteza, cît și acceleraţia de oscilaţie variază în timp ca și elongaţia  
(5.15, a)  după o anumită lege armo ni că. Ca și elongaţia, ele sînt caracterizate de valori 
maxime sau de valori de amplitudine. Din (5.17) și (5.18) reiese că acestea se obţin, 
respectiv, cînd cos(ωt + φ0) = 1 și sin(ωt + φ0) = –1, adică  

υy, max = Aω, iar ay, max =  –Aω2..

e.o Reprezentarea mișcării oscilatorii prin fazori

Cea mai frecvent întîlnită și utilizată reprezentare a oricărei mișcări, inclusiv a celei 
oscilatorii, este reprezentarea grafi că. Se dau valori argumentului funcţiei care repre-
zintă legea mișcării și de fi ecare dată se calculează valoarea ei. Rezultatele obţinute se 
notează pe un grafi c la o scară anumită, în scopul unei vizualizări optime a acestora.

Fig. 5.9

φ=ωt

υy

y

x

υM

ay

M' M
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aM
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O altă reprezentare mai neobișnuită, dar în anumite 
cazuri mult mai efi cientă, o constituie reprezentarea prin 
fazori. Oscilaţia descrisă de ecuaţia (5.15) se asociază cu 
un vector rotitor A  în planul xOy, numit fazor și carac-
terizat de următoarele proprietăţi: are modulul egal cu 
amplitudinea oscilaţiei reprezentate; este orientat astfel, 
ca unghiul format cu o direcţie aleasă arbitrar (de exemplu, 
axa Ox) la orice moment de timp să fi e egal cu faza iniţială 
a oscilaţiei (fi g. 5.10). Deoarece unghiul dintre fazor și axa 
Ox crește liniar în timp, fazorul se rotește în planul xOy în 
sens trigonometric, avînd viteza unghiulară egală cu pulsaţia 0 a oscilaţiei reprezentate. 
Remarcăm coincidenţa proiecţiei vectorului A pe una din axele Ox sau Oy cu ecuaţia 
pentru legea mișcării, exprimată prin funcţiile „cosinus” sau „sinus”.

f. Dependenţa pulsaţiei și perioadei oscilaţiilor armonice 
libere de proprietăţile sistemului

În par. 5.2, a, b s-a constatat că ecuaţia oscilatorului liniar armonic conţine o con-
stantă care depinde de proprietăţile sistemului oscilant studiat. Din analiza dimensi-
onală a acestei constante rezultă că ea are semnifi caţia pătratului pulsaţiei oscilaţiilor. 
Într-adevăr, și în cazul pendulului elastic 

[ω2] = 
[k]
[m]

 = 
N
m

 · kg = 
kg · m

s2 · m · kg
 = 

1
s2  

și al celui gravitaţional
[ω2] = 

[g]
[m]

 = 
m

s2 · m
 = 

1
s2  

se obţine aceeași dimensiune: s–2.
Mărimea ω a fost numită pulsaţie sau frecvenţă proprie a oscilatorului.
Așadar, frecvenţa proprie a pendulului elastic se exprimă prin relaţia 

 ω = k
m , (5.19)

care rezultă din (5.7), iar dacă introducem această relaţie în (5.13), atunci pentru peri-
oada pendulului elastic se obţine 

 T = 2π m
k

. (5.20)

Perioada oscilaţiilor este cu atît mai mică, cu cît coefi cientul de elasticitate al re-
sortului este mai mare și cu atît mai mare, cu cît masa corpului suspendat este mai 
mare. Un resort caracterizat de un coefi cient de elasticitate mare imprimă corpului o 
acceleraţie mare, adică o variaţie mai rapidă a vitezei, iar în cazul unui corp de masă 
mai mare variaţia vitezei este mai lentă. 

Pentru pendulul gravitaţional (matematic) frecvenţa proprie se determină din 
relaţia (5.11):

 ω = g

l
, (5.21)

iar perioada oscilaţiilor este 

 T = 2π l
g . (5.22)

Fig. 5.10

x=Acosφ0

y
=

A
si

n
φ

0

y

A

xφ0

O



138

C
A

P
IT

O
L

U
L

 V

La amplitudini mici perioada oscilaţiilor pendulelor elastic și gravitaţional nu 
depinde de valoarea acesteia. Pentru pendulul gravitaţional acest fapt a fost stabilit 
pentru întîia dată în anul 1583 de către Galileo Galilei în urma observărilor asupra 
unui candelabru din catedrala de la Pisa. În baza acestei descoperiri, Galilei a propus 
utilizarea oscilaţiilor pentru măsurarea intervalelor de timp și a emis ideea construirii 
primului ceas, care a fost confecţionat mai tîrziu de către elevul său, Vincentzo Viviani 
(1622–1703). Însă construcţia contemporană a ceasului cu pendul a fost realizată de 
către Christian Huygens în anul 1673, cînd acesta a stabilit pentru prima dată formula 
pentru perioada oscilaţiilor pendulului gravitaţional (5.22) și a verifi cat-o experimental.

g. Energia oscilatorului liniar armonic

Să analizăm mișcarea oscilatorie din punct de vedere energetic. Oscilatorul scos din 
poziţia de echilibru posedă energia potenţială

 Ep = 
kx2

2 , (5.23)

unde x este elongaţia (amintim că ea are ca origine poziţia de echilibru), iar k – coefi -
cientul de elasticitate al resortului în cazul pendulului elastic sau coefi cientul de pro-
porţionalitate din relaţia pentru forţa cvasielastică de revenire în cazul altor oscilatori 
armonici. De exemplu, în cazul pendulului gravitaţional de lungime l, abătut la înălţimea 
h faţă de poziţia de echilibru, energia potenţială este Ep = mgh și pentru oscilaţii mici 
(unghiul de abatere φ este mic) se aduce la forma (5.23), avînd valoarea coefi cientului 
k = mg/l, care rezultă din (5.9). 

În starea iniţială, cînd x = A, sistemul oscilant posedă numai energie potenţială:

 E = Ep

max
 = 

kA2

2 . (5.24)

Rezultă că energia totală este proporţională cu pătratul amplitudinii oscilaţiilor. 
La deplasarea oscilatorului spre poziţia de echilibru elongaţia se micșorează, iar 

viteza lui crește. Aceasta înseamnă că energia potenţială a oscilatorului se micșorează, 
însă concomitent el va avea și energie cinetică:

 Ec = 
mυx

2

2
, (5.25)

care crește datorită măririi vitezei sale. Cînd oscilatorul ajunge în poziţia de echilibru, 
unde x = 0, viteza este maximă, iar energia lui potenţială devine egală cu zero și energia 
cinetică în această poziţie trebuie să coincidă cu energia totală: 

Ec

max
 = 

mυ2
x,max

2
 = 

kA2

2
 = E.

Din această relaţie reiese că viteza maximă a oscilatorului depinde de amplitudinea 
lui și are valoarea

 υx,max = 
k
m A = ωA. (5.26)

Așadar, în decursul unui sfert de perioadă are loc o transformare completă a energiei 
potenţiale în energie cinetică. Este evident că datorită periodicităţii mișcării oscilatorii 
în decursul unei perioade energia potenţială se va transforma în energie cinetică și 
invers de patru ori.
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Într-o stare intermediară, între poziţia de echilibru și de abatere maximă de la aceas-
ta, oscilatorul posedă atît energie potenţială, cît și cinetică. Energia mecanică totală în 
această stare este dată de relaţia:

 E = 
kA2

2  = 
mυ2

x,max
2  = 

kx2

2  + 
mυ2

x

2  , (5.27)

care exprimă legea conservării energiei mecanice a oscilatorului studiat.
În fi gura 5.11 este reprezentată dependenţa energiei potenţiale (5.23) în funcţie de 

elongaţie. Linia orizontală corespunde valorii determinate 
de energia totală a oscilatorului, iar distanţa dintre această 
linie și curba energiei potenţiale este egală cu energia 
cinetică, care devine egală cu zero în punctele extreme 
x = ± A. Se observă că în poziţia de echilibru (x = 0) ener-
gia potenţială este minimă. Deoarece forma acestei 
dependenţe este asemănătoare cu o groapă, se spune 
că oscilatorul în stare de echilibru se afl ă la fundul unei 
gropi de potenţial. Dacă oscilatorul este scos din această 
stare și lăsat liber, atunci el tinde să revină la poziţia de 
echilibru și începe mișcarea oscilatorie.

PROBLEME REZOLVATE

1. Un oscilator armonic liniar efectuează oscilaţii în conformitate cu legea 

x = 0,02 sin 
π
3

t + 
π
6

 (m). 

Determinaţi amplitudinea, perioada şi faza iniţială a oscilaţiilor. Care este poziţia iniţială din care 
începe mişcarea oscilatorie?

 REZOLVARE
Din comparaţia legii mișcării dată în condiţiile problemei cu for-
ma sa generală (5.15, a) rezultă  

A = 0,02 m; φ0 = (π/6) rad = 30o; ω = (π/3) s–1. 

Perioada oscilaţiilor este T = 2π/ω = 6 s. Poziţia iniţială a oscila-
torului se determină din legea mișcării la momentul t = 0. Obţi-
nem x0 = 0,02 sin (π/6) = 0,01 m. 

2.  La capătul unui resort este suspendat un corp mic cu masa de 0,5 kg, care produce o alungire de 
0,025 m în starea de echilibru. Corpul este scos din această stare în direcţia verticală şi lăsat liber, 
resortul alungindu-se încă cu 0,01 m. Considerînd acceleraţia gravitaţională egală cu 10 m/s2 
şi neglijînd forţele de rezistenţă, determinaţi:

a) perioada, frecvenţa şi pulsaţia oscilaţiilor; 

b) valoarea maximă a vitezei de oscilaţie şi cea a forţei ce acţionează asupra corpului; 

c) legea mişcării oscilatorii;

d) timpul în care corpul parcurge distanţa de la A/2 pînă la 3A/2 , unde A este amplitudinea 
oscilaţiilor; 

e) energiile cinetică, potenţială şi totală la momentul abaterii corpului de la poziţia de echilibru 
cu x = ± A/2.

Ep

Ek

Ep

-A A

x

0

E

Fig. 5.11

Se dă: 

x = 0,02 sin 
π
3

t + 
π
6

 (m)

A – ?, T – ?, φ0 – ?, x0 – ?
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 REZOLVARE

a) Pentru determinarea perioadei pendulului elastic vom folosi expresia 
(5.20). Constanta de elasticitate se obţine din condiţia că resortul afl at 
în poziţia de echilibru este deja alungit cu x0, adică G = kx0. Rezultă 
k = G/x0 = mg/x0 şi pentru perioadă avem

T = 2π 
m
k

 = 2π 
x0

g
 = 0,314 s . 

 Folosind relaţiile (5.2) şi (5.13) pentru frecvenţă şi pulsaţie, obţinem, 
respectiv:

 ν ≈ 3,85 Hz     şi     ω = 20 s–1.

b) Valoarea maximă a vitezei se calculează folosind 
relaţia (5.26), în care ω este frecvenţa proprie (pulsaţia) 
calculată mai sus. Forţa care acţionează asupra corpului 
este maximă atunci cînd abaterea este maximă, adică 
egală cu amplitudinea. Astfel, 

Fm = kA = mgA/x0.

 Introducînd valorile numerice, obţinem  

υm = ωA = 0,2 m/s; Fm = 2 N.

c) Din condiţiile problemei reiese că mişcarea oscilatorie 
începe din punctul de abatere maximă în jos, de aceea 
faza iniţială φ0 este egală cu zero. Dacă orientăm axa 
Ox ca în fi gura 5.12, atunci la momentul t = 0 elongaţia 
x = A.  Rezultă că din cele două forme (5.15) ale legii 
mişcării trebuie să alegem (5.15, b), care satisface 
condiţiile iniţiale. Introducînd valorile numerice, avem 

x(t) = 0,01cos 20t (m) .

d) La momentul de timp t1 elongaţia este x = A/2 şi din 
(5.15, b) obţinem cosωt1 = 1/2, de unde 

ωt1 = ± arccos (1/2) + 2nπ = ±π/3 + 2nπ. 

 Analogic se obţine şi pentru momentul de timp t2:  ωt2 = ±π/6 + 2nπ, n  Z. Rezultă ωΔt = ±π/6. 
Este evident că dintre cele două soluţii are sens fi zic numai cea pozitivă. Aşadar, Δt = π/(6ω) ≈ 0,026 s.

e) Energia totală a oscilatorului este proporţională cu pătratul amplitudinii şi nu depinde de poziţia lui. 
Astfel, E = kA2/2 = mgA2/(2x0) = 10 mJ. În poziţia ce corespunde elongaţiei x = ±A/2, energia 
potenţială este Ep = kx2/2 = kA2/8 = E/4 = 2,5 mJ, iar cea cinetică: Ec = E – Ep = 3E/4 = 7,5 mJ.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
01. Descrieţi modelul oscilatorului liniar armonic. Care sînt particularităţile lui? Propuneţi exemple.

02. Ce reprezintă pendulul elastic? Dar cel gravitaţional? 

03. Care este forţa de revenire în cazul pendulului gravitaţional? 

04. Ce reprezintă oscilograma? Descrieţi modul de obţinere a celei mai simple oscilograme.

05. Care este legătura dintre mişcarea uniformă de rotaţie a corpului pe un cerc şi mişcarea oscilatorie?

06. Ce reprezintă pulsaţia şi cum se exprimă ea prin perioadă şi frecvenţă? 

07. Care sînt caracteristicile momentane ale oscilaţiilor armonice? 

Se dă: 
m = 0,5 kg, 
x0 = 0,025 m,
A = 0,01 m,
g = 10 m/s2

a) T – ?, ν – ?, ω – ?;
b) υm – ?, Fm – ?;
c) x(t); d) Δt – ?;
e) Ec – ?, Ep – ?, E – ?

Fig. 5.12

x

0
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x<0
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Ep=0
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08. Care este legea mişcării oscilatorii armonice? Explicaţi semnifi caţia termenilor din această ecuaţie.

09. Ce reprezintă defazajul? Cînd două mişcări oscilatorii sînt în concordanţă de fază? Dar în opoziţie 
de fază? Propuneţi exemple. 

10. Care sînt legile vitezei şi acceleraţiei de oscilaţie a unui oscilator liniar armonic? 

11.o Ce reprezintă fazorul? Descrieţi modul de reprezentare a oscilaţiilor prin fazori.

12. Cum depind pulsaţia şi perioada oscilaţiilor armonice de proprietăţile sistemului oscilant?

13. Care este energia totală a oscilatorului liniar armonic? În care poziţii energia cinetică şi cea 
potenţială au valori egale cu cea totală? 

14. Un corp cu masa de 1 kg este prins de capătul unui resort, al cărui coefi cient de elasticitate 
este egal cu 10 N/m. La momentul t = 0, corpul se afl ă la o distanţă de 20 cm faţă de poziţia 
de echilibru. Determinaţi amplitudinea, perioada şi faza iniţială a oscilaţiilor produse. Scrieţi 
legea x(t) a mişcării oscilatorii şi reprezentaţi-o grafi c. 

15. Un corp de masă m, legat la capătul unui resort, oscilează cu frecvenţa ν = 0,6 Hz. Determinaţi 
masa acestui corp, dacă se cunoaşte că la legarea încă a unui corp de masă m1 = 500 g sistemul 
obţinut oscilează cu perioada T1 = 2,5 s. 

16. Care trebuie să fi e lungimea unui pendul gravitaţional pentru ca perioada lui să fi e egală cu 1 s?

17. Distanţa dintre poziţiile extreme ale mişcării oscilatorii a unui pendul elastic este de 8 cm. 
Determinaţi perioada oscilaţiilor pendulului, dacă viteza lui la momentul traversării poziţiei 
de echilibru este de 16 cm/s. 

18. O viespe cu masa de 0,6 g a nimerit în plasa unui păianjen. Determinaţi constanta de elasticitate 

a plasei, dacă ea oscilează cu frecvenţa de 10 Hz . Care va fi  frecvenţa de oscilaţie a plasei, 
dacă în ea va nimeri o muscă cu masa de 0,15 g? 

5.3°  COMPUNEREA OSCILAŢIILOR COLINIARE

Deseori în practică se întîlnesc situaţii cînd un corp este supus acţiunii con co mi ten-
te a mai multor forţe, care, acţionînd separat, ar provoca fi ecare o mișcare osci la to rie 
individuală. În asemenea situaţii mișcarea oscilatorie rezultantă a corpului va fi  mult 
mai complicată și, de regulă, nearmonică. În cele ce urmează vom analiza o situaţie 
mai simplă, cînd este valabil principiul suprapunerii oscilaţiilor mici, care este o 

consecinţă directă a principiului suprapunerii forţelor (vezi par. 2.2, e):

Elongaţia oscilaţiei unui corp supus mai multor mişcări oscilatorii este egală cu suma 
algebrică a elongaţiilor mişcărilor componente.
Considerăm un caz particular, cînd mișcările oscilatorii componente au loc pe aceeași 

direcţie, adică sînt paralele, iar pulsaţiile fi ind egale. Fie două oscilaţii descrise de ecuaţiile 

x1 = A1 cos (ωt + φ01),
 x2 = A2 cos (ωt + φ02), (5.28)

unde x1, x2, A1, A2 și sînt, respectiv, elongaţiile, amplitudinile și fazele iniţiale ale 
celor două oscilaţii componente. Dacă corpul participă simultan în cele două mișcări osci-
latorii (5.28), atunci, conform principiului oscilaţiilor mici, oscilaţia rezultantă are elongaţia

 x = x1 + x2 = Acos (ωt + φ), (5.29)

unde A și  sînt amplitudinea și faza iniţială ale oscilaţiei rezultante, care trebuie deter-
minate. Pen tru aceasta vom aplica reprezen ta rea oscilaţiilor prin fazori. Pe planul xOy se 
con struiesc fa zorii A1 și A2 cu originea comună în O, avînd modulele A1, A2 și fi ind orientaţi 
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faţă de axa Ox, respectiv, sub unghiurile 01 și 02 
(fi g. 5.13). Atunci compunerea celor două oscilaţii 
este echivalentă cu adunarea vectorilor A1 și A2 
care se poate face aplicînd regula paralelogramu-
lui (vezi par. 1.4, a). Diagonala paralelogramului 
construit pe vectorii A1 și A2 este vectorul sumă A, 
care pornește din aceeași origine comună O. El re-
prezintă, totodată, și fazorul A, ce descrie oscilaţia 
rezultantă, iar unghiul  dintre vectorul A și axa 
orizontală – faza iniţială a aces teia. Reprezentarea 
grafi că obţinută (fi g. 5.13) este numită diagramă 
fazorială. Se observă că unghiul dintre fazori nu 
se modifi că în timp, întrucît vitezele unghiulare ale fazorilor sînt egale.

Amplitudinea oscilaţiei rezultante se obţine folosind teorema cosinusurilor în tri-
unghiul OFP. Într-adevăr, conform acestei teoreme A2 = A1

2 +A2
2 – 2A1A2 cos . Din 

fi gura 5.13 se observă că  = π – (φ02 – φ01), iar folo sind formulele de reducere, avem 
cos [π – (φ02 – φ01)] = – cos (φ02 – φ01). Așadar,

 A2 = A1
2 + A2

2 + 2A1A2 cos (φ02 – φ01).  (5.30) 

Faza iniţială a oscilaţiei rezultante se obţine ușor din triunghiul dreptunghic 
ONF: tg φ = NF/ON = (NQ + QF)/(OM + MN). Din OMP și PQF avem OM = A1 cos φ01, 
NQ  MP= A1 sin φ01, MN   PQ = A2cos φ02, QF = A2 sin φ02. 

Astfel 
 tg φ = 

A1sin φ01 + A2sin φ02
A1 cos φ01 + A2 cos φ02

.  (5.31)

De menţionat că fazorul care reprezintă oscilaţia rezultantă se rotește împreună cu 
fazorii asociaţi oscilaţiilor componente, cu una și aceeași viteză unghiulară . Amplitu-
dinea oscilaţiei rezultante depinde la fi ecare moment de timp de unghiul dintre fazorii 
celor două oscilaţii, care este egal cu defazajul  dintre acestea:

Δφ = (ωt + φ02) – (ωt + φ01) = φ02 – φ01. 

Dacă oscilaţiile componente sînt în concordanţă de fază, atunci Δφ = 2kπ, unde k N 
și cos (±2kπ) = cos (2kπ) = 1 și din (5.30) reiese că amplitudinea oscilaţiei rezultante 
A = A1 + A2 este maximă. Dacă oscilaţiile componente se vor produce în opoziţie de 
fază (Δφ = ±(2k + 1)π, cos [ ±(2k + 1)π] = –1), amplitudinea A = | A1 – A2 | este minimă.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
1. Care este esenţa principiului superpoziţiei micilor oscilaţii?

2. Cum se construieşte o diagramă fazorială?

3. Cum depinde amplitudinea oscilaţiei rezultante de defazajul oscilaţiilor componente?

4. Un punct material execută o mişcare oscilatorie armonică, compusă din două oscilaţii ce se 
produc pe aceeaşi direcţie, fi ind descrise de ecuaţiile: x1 = 5 sin (2πt + π/3) (cm) şi x2 = 
= 3 sin (2πt + 2π/3) (cm).  Scrieţi ecuaţia oscilaţiei rezultante.

5. Un punct material participă la o mişcare oscilatorie, obţinută prin suprapunerea a două oscilaţii 
de aceeaşi direcţie: x1 = sin 2t (cm) şi x2 = 2 cos 2t (cm). Determinaţi amplitudinea şi faza 
iniţială a oscilaţiei rezultante.
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5.4O  OSCILAŢII AMORTIZATE ȘI FORŢATE. REZONANŢA

Oscilaţiile proprii, studiate anterior, cînd forţele 
de rezistenţă nu s-au luat în considerare, prezintă 
o idealizare a oscilaţiilor libere. În sistemele reale 
mișcarea întotdeauna are loc într-un mediu care 
opune o anumită rezistenţă și pentru învingerea ei 
se consumă o parte din energia sistemului oscilant. 
Întrucît energia oscilatorului este direct proporţio-
nală cu pătratul amplitudinii oscilaţiilor, rezultă că 
odată cu diminuarea ei, se micșorează amplitudinea 
lor. Cu cît forţele de rezistenţă sînt mai mari, cu 
atît mai multă energie se consumă pentru învin-
gerea acestora și cu atît mai repede se va micșora 
amplitudinea oscilaţiilor, ajungînd la un moment 
dat pînă la dispariţia lor. În fi gura 5.14 sînt prezentate două oscilograme ale unui osci-
lator real, de exemplu, a unui pendul elastic, oscilaţiile căruia se produc în aer (a) și în 
lichid (b). Se observă că în aer, unde forţele de rezistenţă sînt mici, există un interval 
anumit de timp, în decursul căruia oscilaţiile pot fi  considerate aproximativ armonice. 
De multe ori însă, în diferite sisteme oscilante, forţele de rezistenţă sînt semnifi cative, 
iar înlăturarea lor, chiar și parţială, este imposibilă. În asemenea situaţii (fi g. 5.14, b) 
amplitudinea oscilaţiilor se micșorează repede, adică energia oscilatorului este disipată 

în exterior și mișcarea oscilatorie se „stinge”. 

Oscilaţiile a căror amplitudine se micşorează în timp, se numesc oscilaţii amortizate.
Sistemele oscilante studiate pînă acum erau acţionate de o forţă exterioară numai 

în scopul scoaterii lor din poziţia de echilibru stabil, după care acţiunea ei înceta. În 
asemenea situaţii amplitudinea oscilaţiilor permanent se micșora pînă la „stingerea” 
lor, adică pînă la disiparea completă a energiei transmise iniţial. În practică însă 
deseori există situaţii, cînd forţa exterioară acţionează periodic, alimentînd conti-
nuu sistemul oscilant cu energie pentru menţinerea aceleiași valori a amplitudinii 
oscilaţiilor.

Oscilaţiile care se produc într-un sistem datorită acţiunii unei forţe periodice exte-
rioare se numesc oscilaţii forţate.
Se constată experimental că amplitudinea oscilaţiilor forţate este cu atît mai 

mare, cu cît frecvenţa forţei exterioare este mai apropiată de frecvenţa proprie a 
sistemului.

Fenomenul creşterii bruşte a am pli tudinii oscilaţiilor forţate, cînd pul saţia forţei 
exterioare ce acţio nea ză asupra sistemului oscilant se apro pie de frecvenţa proprie 
a aces tuia, se numeşte rezonanţă.
Acest fenomen se poate explica mai simplu în baza analizei transferului de energie 

dintre exterior și sistemul oscilant. Este evident că fenomenul de rezonanţă are loc 
atunci cînd există condiţii favorabile pentru transferul energiei din exterior către sistem, 
adică în cazul în care acţiunea forţei exterioare periodice se manifestă prin efectuarea 
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unui lucru mecanic pozitiv pe parcursul întregului ciclu al mișcării. Faptul acesta însă 
este posibil numai dacă forţa exterioară acţionează în concordanţă de fază cu oscilaţiile 
proprii ale sistemului, ceea ce se realizează cînd frecvenţa forţei exterioare Ω este egală 
cu cea proprie ω a oscilatorului. Proiecţia forţei de rezistenţă și viteza oscilatorului au 
întotdeauna semne opuse. Din această cauză la rezonanţă oscilaţiile forţei de rezistenţă 
sînt în opoziţie de fază cu oscilaţiile forţei exterioare, deci lucrul mecanic efectuat de 
fi ecare dintre ele se compensează reciproc. În consecinţă, oscilatorul se accelerează 
numai pe seama forţei cvasielastice din sistem și oscilaţiile se produc cu frecvenţa 
proprie, care coincide cu pulsaţia forţei exterioare. Dacă Ω ≠ ω, atunci pe unele por-
ţiuni ale mișcării forţa exterioară va efectua și lucru mecanic negativ, din care motiv 
amplitudinea oscilaţiilor forţate se micșorează. 

În fi gura 5.15 este prezentată dependenţa ampli-
tudinii oscilaţiilor forţate în funcţie de pulsaţia forţei 
exterioare pentru diferite valori ale unui coefi cient β, 
numit de amortizare, ce descrie forţele de rezistenţă 
din sistemul oscilant. Deoarece amplifi carea acţiunii 
forţelor de rezistenţă conduce la creșterea lucrului me-
canic al forţei exterioare necesar pentru învingerea lor, 
amplitudinea de rezonanţă se micșorează. Totodată, 
și pulsaţia de rezonanţă devine puţin mai mică decît 
frecvenţa proprie a sistemului oscilant.

Întrucît orice corp solid posedă proprietăţi elas-
tice, adică reprezintă un sistem oscilant caracterizat 
de o anumită frecvenţă proprie, fenomenul de re-
zonanţă se poate manifesta în cele mai neobișnuite 
situaţii. Deseori din cauza rezonanţei se pot prăbuși 
diferite construcţii, se distrug mecanisme sau părţi 
componente ale acestora etc. Pentru înlăturarea efectelor negative legate de rezonanţă 
se iau măsuri speciale de evitare sau de micșorare a acţiunii fenomenului în cauză. În 
acest scop, se variază frecvenţa proprie a sistemului, pentru a evita coincidenţa cu pul-
saţia forţei externe sau se majorează forţele de frecare din sistem, pentru micșorarea 
amplitudinii de rezonanţă.

Fenomenul de rezonanţă are o aplicare vastă în diferite domenii ale știinţei și tehnicii, 
mai ales în cazul oscilaţiilor electromagnetice care vor fi  studiate în clasa a 12-a. Acest fe-
nomen stă la baza funcţionării diferitor aparate și dispozitive în electronică și radiotehnică.

ÎNTREBĂRI

1. Care oscilaţii se numesc amortizate?

2. Cum se explică micşorarea amplitudinii oscilaţiilor din considerente energetice?

3. Care oscilaţii se numesc forţate?

4. Ce se numeşte rezonanţă?

5. Cum se explică fenomenul de rezonanţă în baza transferului de energie dintre exterior şi 
sistemul oscilant?

6. Cum se manifestă amplifi carea forţelor de rezistenţă asupra fenomenului de rezonanţă?

7. Ce trebuie de întreprins pentru înlăturarea fenomenului de rezonanţă, cînd acesta se manifestă 

dăunător?

β1

β2

β3

β4

β=0

β1<β2<β3<β4

ω Ω

A

Fig. 5.15
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5.5  PROPAGAREA MIȘCĂRII OSCILATORII. 

UNDE TRANSVERSALE ȘI UNDE LONGITUDINALE

Orice mediu solid, lichid sau gazos reprezintă în starea de echilibru o anumită ampla-
sare a atomilor sau a moleculelor substanţei în funcţie de forţele de interacţiune dintre ele. 
O acţiune din exterior asupra unui punct din mediul dat se transmite de la o moleculă la 
alta prin intermediul forţelor intermoleculare, determinînd o anumită deformare a acestui 
mediu. Dacă forţa exterioară este mică, atunci deformaţia este elastică, adică moleculele 
revin la starea de echilibru sub acţiunea forţelor elastice. În acest caz atomii și moleculele 
pot fi  considerate niște oscilatori liniari armonici legaţi între ei cu forţe de tip elastic. Acest 
model de substanţă a fost numit mediu elastic, iar acţiunea exterioară asupra lui, prin care 
unul din oscilatori este scos din poziţia de echilibru – perturbaţie. În 
fi gura 5.16 este prezentat modelul unui mediu elastic unidimensional 
solid în care bilele reprezintă moleculele mediului, iar forţele elastice 
din resorturi substituie forţele intermoleculare ce ac ţio nează între ele.

Propagarea perturbaţiilor într-un mediu elastic se numeşte undă elastică sau mecanică.
În continuare vom analiza acţiunea perturbaţiilor armonice (oscilaţiilor sinusoida-

le) asupra mediilor elastice, a căror propagare va determina niște unde, de asemenea, 
armonice. În funcţie de direcţia în care se produce perturbaţia în raport cu direcţia de 
propagare a ei, se deosebesc unde transversale și unde longitudinale.

Unda în care perturbaţia mediului se produce perpendicular pe direcţia de propagare 
a ei se numeşte undă transversală.
Considerăm o coardă întinsă și excităm la un capăt o perturbaţie orientată perpendicular 

pe direcţia ei. Dacă perturbaţia este o mișcare oscilatorie a capătului corzii cu perioada T, 
atunci de-a lungul ei se observă deplasarea oscilaţiei iniţiale, astfel încît fi ecare porţiune a 
corzii efectuează una și aceeași mișcare oscilatorie, întîrziată faţă de porţiunea precedentă. 
Procesul de propagare a undelor transversale se explică ușor cu ajutorul modelului din 
fi gura 5.16. Într-adevăr, dacă prima bilă este deplasată transversal la o distanţă oarecare 
de la poziţia de echilibru, atunci ea, prin intermediul forţelor elastice, va antrena într-o 
mișcare similară și bila vecină, dar la o distanţă mai mică, întrucît este reţinută de urmă-
toarea. La rîndul ei, bila a doua o antrenează în 
mișcare transversală pe a treia la o distanţă și 
mai mică faţă de poziţia de echilibru, procesul 
continuînd pînă cînd forţa elastică nu va mai fi  
în stare să deplaseze următoarea bilă. După un 
sfert de perioadă, prima bilă începe mișcarea 
spre poziţia de echilibru, iar a doua mai conti-
nuă după inerţie mișcarea de la această poziţie 
pînă cînd atinge valoarea maximă, după care 
începe mișcarea în sens invers. Este evident că 
același comportament îl vor avea și celelalte bile. 

Dacă perturbaţia iniţială este întreţinută, 
adică prima bilă efectuează o mișcare oscilato-
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rie cu perioada T, atunci procesul de antrenare în mișcare a următoarelor bile continuă 
așa cum este indicat în fi gura 5.17.

Undele elastice transversale se propagă numai în medii solide. Aceasta se datorează 
poziţiilor fi xe ale particulelor din reţeaua cristalină și existenţei forţelor de tip elastic 
între straturile ei. În lichide și gaze, datorită structurii lor interne, nu pot apărea forţe 
care ar restabili o deplasare transversală a particulelor. Din această cauză în mediile 
lichide și gazoase se propagă alt tip de unde, și anume: undele elastice longitudinale.

Unda în care perturbaţia mediului se produce coliniar cu direcţia de pro pa gare a ei 
se numeşte undă longitudinală.
Unda longitudinală se propagă și în mediile 

solide. Aceasta se observă foarte bine în ca zul 
unui resort lung cu spirele echidistante în care 
se excită printr-o lovitură o perturbaţie de-a 
lungul lui. Drept rezultat al comprimării, se 
formează o îndesire de spire care se pro pa gă 
de-a lungul resortului. Procesul de propagare a 
undei longitudinale se explică cu ajutorul ace-
luiași model din fi gura 5.16. Dacă perturbaţia 
longitudinală a primei bile constituie o oscilaţie 
armonică cu perioada T, atunci în cursul unei 
pătrimi de perioadă prima bilă ajunge în poziţia 
maximă spre dreapta, antrenînd în mișcare de 
același sens și alte bile, astfel formînd o îndesire 
a lor. Cu cît perturbaţia este mai mare, cu atît mai multe bile vor fi  antrenate în mișcare 
în acest timp. În următorul sfert de perioadă, cînd prima bilă începe mișcarea spre stînga, 
următoarea continuă după inerţie mișcarea spre dreapta, pînă cînd ajunge la poziţia de 
abatere maximă, după care își schimbă și ea sensul mișcării. Din cauza acestei întîrzieri 
de schimbare a sensului de mișcare, se formează o rărire a bilelor, însă, concomitent, în-
desirea formată în primul sfert de perioadă se va 
tran smite următoarelor bile. Astfel, propagarea 
undei longitudinale reprezintă „deplasarea” 
unei îndesiri, urmate de o rărire de puncte prin 
mediul solid, după cum este arătat în fi gura 5.18. 

Procesul de propagare a undei elastice 
longitu di na le în gaze este ilustrat în fi gura 5.19. La o mișcare brus  că a pistonului din 
cilindru, acesta modifi că com po  nenta vitezei moleculelor gazului, orientată de-a lungul 
cilindrului. Considerăm masele moleculelor aproximativ aceleași, iar ciocnirile absolut 
elastice și centrale (modelul gazului ideal). În urma interacţiunii, moleculele cu viteze 
relative mari se frînează brusc, datorită tran smi terii impulsului lor moleculelor cu care 
se ciocnesc, iar acestea din urmă își măresc vi teza relativă. Astfel, apare o regiune de 
gaz comprimat, urmată de alta cu gaz rarefi at care se deplasează de-a lungul cilindrului.

Din analiza efectuată mai sus a modului de propagare a undelor mecanice rezultă 
că ele reprezintă transmiterea mișcării oscilatorii altor puncte ale mediului cercetat. 
Întrucît mișcarea oscilatorie este caracterizată de o energie proporţională cu pătratul 
amplitudinii oscilaţiilor, atunci, odată cu transmiterea mișcării oscilatorii, se transmite 
și această energie. Astfel, unda este un purtător al energiei, însă trebuie menţionat în 
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mod special că ea se transmite dintr-o regiune a mediului în altele fără transport de sub-
stanţă. Aceasta este o proprietate foarte importantă a undelor, indiferent de natura lor. 

Undele mai pot fi  clasifi cate și după numărul de coordonate spaţiale în raport cu care 
acestea se propagă. Undele ce se propagă de-a lungul corzilor și resorturilor sînt unde 
unidimensionale sau liniare, cele care se propagă la suprafaţa de separaţie dintre două 
medii – unde bidimensionale sau superfi ciale, iar undele sonore sau de lumină care 
se propagă radial de la o sursă punctiformă sînt unde tridimensionale sau spaţiale. 
Este necesar de menţionat că procesul de propagare a undelor superfi ciale și spaţiale 
este mult mai complicat decît cel analizat mai sus.

Analiza procesului de propagare a undelor elastice permite formularea următoarelor 
concluzii importante:

pentru iniţierea şi menţinerea unei unde elastice este necesară existenţa unei surse 
de oscilaţii şi a mediului elastic;
pentru propagarea perturbaţiei de la sursă pînă într-un punct oarecare al mediului 
este necesar un anumit interval de timp, adică unda se propagă cu o viteză fi nită;
la propagarea oricărei unde energia primită prin excitarea perturbaţiei se transferă 
de la un punct la altul al mediului fără transport de substanţă.

ÎNTREBĂRI

1. Ce reprezintă modelul numit mediu elastic? 

2. Ce se numeşte undă elastică? Cum se clasifi că undele în funcţie de direcţia oscilaţiilor în raport 
cu direcţia de propagare a lor?

3. Care unde se numesc transversale? Aduceţi exemple.

4. Explicaţi procesul de propagare a undelor transversale.

5. Ce se numeşte undă longitudinală? Daţi exemple. 

6. Explicaţi procesul de propagare a undelor longitudinale.

7.  În care medii se pot propaga undele transversale? Dar longitudinale? 

8.  Cum se clasifi că undele în funcţie de numărul dimensiunilor după care ele se propagă?

9.  De ce în procesul de propagare a undelor transferul de energie are loc fără transport de substanţă?

5.6  CARACTERISTICILE MIȘCĂRII ONDULATORII. 

VITEZA DE PRO PA GARE A UNDELOR

Considerăm o sursă de oscilaţii de la care ia naștere și se propagă în spaţiu o undă. 
Cunoașteţi că oscilaţiile sînt caracterizate de o anumită fază, dependentă de timp, iar 
aceasta se transmite prin intermediul undei și celorlalte puncte ale spaţiului. Rezultă că 
la diferite intervale de timp punctele spaţiului, antrenate în mișcarea oscilatorie, vor avea 
faze diferite. Se observă însă că toate punctele pînă la care a ajuns unda la momentul 
de timp dat posedă aceeași fază.

Locul geometric al punctelor pînă la care a ajuns unda la momentul de timp dat se 
numeşte front de undă.
Linia normală pe frontul de undă se numeşte rază şi constituie direcţia de propagare 
a undei.
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Toate punctele situate pe frontul de undă încep să oscileze la același moment. El 
separă în spaţiu două zone distincte: zona antrenată deja în mișcare oscilatorie și cea 
în care procesul oscilatoriu încă nu are loc. 

Analiza procesului de propagare a undelor conduce la concluzia că există și alte 
puncte în afara celor de pe frontul de undă, caracterizate de aceeași fază a oscilaţiilor.

Locul geometric al punctelor care oscilează în aceeaşi fază se numeşte suprafaţă de undă.
Din cele expuse mai sus, reiese că frontul de undă este de asemenea o suprafaţă de 

undă, însă cea mai avansată faţă de sursa de oscilaţii. La propagarea unei unde există 
o infi nitate de suprafeţe de undă și întotdeauna numai un singur front de undă.

Forma suprafeţei de undă este diferită, în funcţie de forma sursei de oscilaţii și de pro-
prietăţile mediului în care se propagă. În cazul particular al unui mediu omogen și izotrop, 
suprafeţele de undă, deci și frontul de undă, au formă sferică, dacă sursa de oscilaţii 
este punctiformă sau sferică, și formă plană, dacă sursa de oscilaţii este o suprafaţă 
plană (fi g. 5.20, a). În aceste cazuri se spune că în spaţiu se propagă o undă sferică și, 
respectiv, o undă plană. Dacă se cercetează frontul de undă la o distanţă mare de la sursa 
de oscilaţii, atunci, indiferent de aspectul sursei într-un mediu izotrop, forma lui poate 
fi  aproximată cu una plană. După cum se observă din fi gura 5.20, b, la distanţe mari de 
la sursa de oscilaţii, în regiuni restrînse ale spaţiului, unda sferică se poate aproxima cu 
unda plană.

Întrucît mișcarea ondulatorie este generată de cea oscilatorie, este evident că pentru 
descrierea cantitativă a undelor sînt valabile toate mărimile fi zice utilizate la studiul 
oscilaţiilor: amplitudinea, frecvenţa, pulsaţia, perioada, faza, faza iniţială. Dacă sursa 
de oscilaţii este caracterizată de o frecvenţă constantă în timp, atunci, indiferent de 
proprietăţile mediului elastic, toate punctele suprafeţelor de undă vor avea aceeași 
frecvenţă și deci aceeași pulsaţie și perioadă. Din această cauză, se pot utiliza noţiunile 
de frecvenţă, pulsaţie și perioadă ale undei. Un alt comportament are amplitudinea de 
oscilaţie. Pentru o undă sferică aceasta se micșorează odată cu îndepărtarea de la sursa 
de oscilaţii. Cu cît distanţa parcursă de frontul de undă este mai mare, cu atît energia 
ce revine unei particule din mediul elastic este mai mică, deoarece energia sursei se 
distribuie la un număr tot mai mare de particule ale mediului, antrenate în procesul 
oscilatoriu. Energia sursei se va mai micșora și din cauza forţelor de rezistenţă, inevitabile 
într-un mediu real. Avînd în vedere că energia oscilatorului este direct proporţională 
cu pătratul amplitudinii, devine clară și cauza micșorării amplitudinii.

În afară de mărimile fi zice menţionate, unda este caracterizată și de mărimi legate 
de propagarea ei. Acestea sînt viteza de propagare și lungimea de undă.
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Viteza de deplasare a frontului de undă se numeşte viteză de propagare a undei. Deoa-
rece toate punctele frontului de undă au aceeaşi fază, ea este numită şi viteză de fază.
Viteza de propagare a undei depinde de proprietăţile mediului elastic și de tipul ei. Se pot 

demonstra teoretic și se verifi că experimental următoarele relaţii pentru viteza de propagare 
a undelor unidimensionale transversale υt și longitudinale υl în mediile solide (corzi, tije etc.):

 υt = FT

μ  și υl = E
ρ , (5.32)

unde FT este forţa de tensiune din coardă,  – masa unităţii de lungime a ei (densitatea li niară), 
E – modulul de elasticitate (modulul lui Young), iar  – densitatea volumică a mediului elastic.

Din analiza procesului de propagare a undelor, rezultă că perturbaţia iniţială sub 
forma unei oscilaţii de perioadă T se deplasează în mediul elastic cu o anumită perio-
dicitate spaţială. După fi ecare interval de timp egal cu o perioadă, punctele mediului, 
situate pe două suprafeţe de undă consecutive, oscilează în concordanţă de fază, adică 
cu un defazaj de 2 rad. Dacă viteza de propagare a undei este constantă, după fi ecare 
interval de timp T frontul de undă parcurge una și aceeași distanţă:

 λ = υΤ. (5.33, a)

Distanţa minimă λ dintre două suprafeţe de undă, ale căror puncte oscilează în 
concordanţă de fază, se numeşte lungime de undă.
Dacă se exprimă perioada prin frecvenţă, atunci pentru lungimea de undă obţinem 

 λ = 
υ
ν . (5.33, b)

Așadar, lungimea de undă depinde de sursa de oscilaţii prin perioadă sau frecvenţă 
și de mediul în care se propagă unda, prin viteză.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
01.  Ce se numeşte front de undă şi ce delimitează el în spaţiu?

02.  Ce se numeşte suprafaţă de undă şi prin ce se deosebeşte de frontul de undă?

03.  Cum se poate identifi ca ce fel de undă (plană sau sferică) se propagă în spaţiu, dacă se cunosc  forma 
sursei de oscilaţii şi proprietăţile mediului? Cînd o undă sferică se poate aproxima cu una plană?

04.  Care sînt mărimile fi zice utilizate pentru descrierea cantitativă a undelor?

05.  Ce se numeşte viteză de fază şi ce reprezintă ea?

06.  De care parametri depinde viteza de propagare a undelor?

07.  Ce se numeşte lungime de undă şi care este relaţia de legătură cu viteza de propagare şi 
perioada sau frecvenţa de oscilaţie a sursei?

08.  Calculaţi viteza de propagare a undei longitudinale în cupru. Modulul de elasticitate şi densi-
tatea cuprului sînt, respectiv, 120 GPa şi 8 900 kg/m3.

09.  Care trebuie să fi e forţa de întindere a unei coarde din alamă cu diametrul de 2 mm pentru ca 
o undă transversală să se propage prin ea cu viteza de 100 m/s? Densitatea alamei este egală 
cu 8 500 kg/m3.

10.  Distanţa dintre două creste consecutive ale valurilor de pe un lac este de 70 cm. Cu ce viteză 
se propagă unda pe suprafaţa apei, dacă perioada de oscilaţie a unui obiect care pluteşte pe 
această suprafaţă este egală cu 1 s?
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5.7°  ECUAŢIA UNDEI PLANE

Să stabilim dependenţa dintre elongaţia y a particulelor unui mediu omogen și nedisipativ 
care participă într-un proces ondulatoriu și distanţa x de la sursa de oscilaţii pentru orice 
moment de timp t. Pentru aceasta considerăm o sursă de oscilaţii armonice situată în punctul 
O, de la care se propagă pe direcţia Ox o undă plană. La momentul iniţial punctul cu co-
ordonata x = 0 oscilează după legea (5.15, a) în care, pentru simplitate, s-a luat faza iniţială 
0 = 0 [menţionăm că spre deosebire de (5.15, a), aici elongaţia este notată prin litera y]:

 y0 = Asinωt. (5.34)

Atunci toate particulele mediului vor fi  antrenate 
tot într-o mișcare oscilatorie armonică (sinusoidală) cu 
aceeași pulsaţie  și amplitudine A, dar cu faze diferite. 
Așadar, în acest caz unda plană are aspectul funcţiei si-
nusoidale prezentat în fi gura 5.21. 

Analizăm starea de oscilaţie a unei particule P ce se afl ă 
la distanţa x de la sursa O. Dacă particula din O (sursa de 
oscilaţii) este în stare de oscilaţie timp de t secunde, atunci punctul P se afl ă în această 
stare numai în decursul a (t – t) secunde, unde t este timpul după care punctul P 
va fi  antrenat în mișcarea oscilatorie, adică timpul în care unda a parcurs distanţa x 
(fi g. 5.21). Elongaţia punctului P este dată tot de ecuaţia (5.34), dar cu altă fază 

yp = Asinω(t – Δt).

Deoarece mediul în care se propagă unda este omo gen și nedisipativ, atunci viteza 
ei rămîne constantă și Δt = x/υ. 

Astfel, obţinem 
 y = Asinω t –

x
υ

 . (5.35, a)

Avînd în vedere relaţiile ω = 2π/T și λ = υΤ, ecua ţia (5.35, a) se mai scrie sub forma 

 y = Asin2π t
T

 – x
λ

. (5.35, b)

Ecuaţiile (5.35, a) și (5.35, b) descriu procesul de propagare a undei plane și poartă 
nu mele de ecuaţia undei plane sau ecuaţia undei progresive. 

Deseori această ecuaţie se mai scrie sub o altă formă, mult mai simplă:

 y = A sin (ωt – kx), (5.35, c)

unde 
 k =

 
2π
λ

 (5.36)

este numit număr de undă și arată de cîte ori se cuprinde lungimea de undă  pe o 

dis tanţă de (2) metri. 
Relaţia 

 φ  = ωt – kx  (5.37)

sau cele corespunzătoare din (5.35, a) și (5.35, b) constituie faza undei plane. Ea descrie 
starea de oscilaţie a oricărei particule a mediului la orice moment de timp. 

Ecuaţia undei plane demonstrează periodicitatea mișcării ondulatorii atît temporală, 

cît și spaţială. Într-adevăr, pentru un punct dat al mediului (x  fi xat), după un timp Δt = mT

(m este un număr întreg) argumentul funcţiei (5.35, b) se modifi că cu 2πm: 

Fig. 5.21
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2π t + mT
T

– x
λ

  = 2π t
T

 – x
λ

  + 2πm, însă funcţia rămîne aceeași. Adică, după inter va le 
de timp egale cu un număr întreg de perioade un punct oarecare al mediului va oscila în 
concordanţă de fază cu sursa. La un moment de timp dat, funcţia (5.35, b) rămîne aceeași 

pentru toate punctele situate la distanţa x = m, deoarece și în acest caz argumentul ei se 

modifi că tot cu 2m: 

2π t
T

 – x + mλ
λ

   = 2π t
T

 – x
λ

  + 2πm. 

Rezultă că la un moment arbitrar de timp punctele mediului, situate la distanţe mul-
tiple cu lungimea de undă λ, oscilează în concordanţă de fază.

PROBLEMĂ REZOLVATĂ

Oscilaţiile cu perioada T = 1 s se propagă de-a lungul unei drepte cu viteza de 40 m/s. La distanţa 
de 25 m de la punctul iniţial, unde cu 5 s mai devreme a început mişcarea oscilatorie, elongaţia 
oscilaţiilor este de 2 cm. Care este elongaţia şi faza oscilaţiei la acelaşi moment de timp, dar pentru 
un punct situat la distanţa de 30 m faţă de cel iniţial?

 REZOLVARE
Conform ecuaţiei undei plane (5.35, a), pentru cele două distanţe, avem

y1 = A sin 2π
T

 t – 
x1

υ
   şi y2 = A sin 2π

T
 t – 

x2

υ
  .

Pentru determinarea elongaţiei oscilaţiilor în punctul situat la distanţa x2 
este necesar să cunoaştem amplitudinea şi faza undei în acel loc.

A = y1/sin[(2π/T)(t –x1/υ)] = 0,02/sin (35π/4) = 0,02√2 ≈ 0,03 m.

Faza undei la distanţa x2 de la sursa de oscilaţii la momentul de timp t 
reprezintă argumentul funcţiei „sinus” din ecuaţia pentru y2, adică 

φ2 = 2π
T

 t – 
x2

υ
   = 17π

2
 rad 

şi pentru elongaţia căutată avem y2 = A sin φ2 = 0,03 sin 17π
2

 = 0,03 m.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME

1.  Care este aspectul ecuaţiei undei plane şi legătura căror parametri o descrie ea?

2.  Ce se numeşte număr de undă şi ce arată el?

3.  Prin ce se manifestă periodicitatea temporală şi cea spaţială a mişcării ondulatorii?

4.  Două puncte situate pe direcţia de propagare a unei unde plane se afl ă la distanţele de 5 m şi 
10 m de la sursa de oscilaţii. Care este diferenţa de fază a oscilaţiilor din aceste puncte, dacă 
ele au perioada de 0,05 s şi se propagă pe această direcţie cu viteza de 200 m/s?

5.  Un punct material efectuează oscilaţii armonice după legea y0 = 2 sin 40πt (cm). Care este 
ecuaţia undei plane ce se propagă de la sursa de oscilaţii cu viteza de 240 m/s? Determinaţi 
faza şi elongaţia unui punct situat la distanţa x1 = 5 m de la sursa de oscilaţii la momentul de 
timp t = 0,2 s.

6.  De la o sursă de oscilaţii cu amplitudinea de 4 cm şi pulsaţia de (0,5π)s-1 se propagă o undă care 
la momentul de timp t = 1 s antrenează în mişcare oscilatorie un punct situat la distanţa x = 10 m 
de la aceasta. Determinaţi numărul de undă, dacă elongaţia acestui punct este de 2 cm.

Se dă: 

T = 1 s,
υ = 40 m/s,
t = 5 s,
x1 = 25 m,
x2 = 30 m,
y1 = 0,02 m

y2 – ?, φ2 – ?
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5.8  PRINCIPIUL LUI HUYGENS

Forma frontului de undă la orice moment de timp coincide cu cea a sursei de osci-
laţii numai în cazul mediilor omogene. Deseori însă este necesară construirea frontului 
de undă, în cazul mediilor cu neomogenităţi (paravane, orifi cii, suprafaţa de separaţie 
dintre două medii omogene etc.) în care se produc fenomene calitativ noi. 

Metoda generală de construire a frontului de undă la un moment arbitrar de timp în 
baza celui cunoscut la momentul iniţial a fost propusă de către fi zicianul olandez Christian 
Huygens. Analizînd procesul de propagare a undelor, el a ajuns la concluzia că fi ecare 
punct al mediului antrenat în mișcare oscilatorie reprezintă pentru punctele vecine o 
sursă nouă de oscilaţii, numită sursă de unde secundare. Astfel Huygens a formulat 
următorul principiu:

Orice punct al mediului pînă la care a ajuns unda la 
momentul dat devine o sursă de unde sferice secundare, 
iar înfăşurătoarea lor la un moment ulterior reprezintă 
noul front de undă.
Aplicarea acestui principiu la construirea frontului de 

undă este ilustrată în fi gura 5.22. La momentul de timp t0 
frontul de undă este F0. Pentru a construi undele sferice 
secundare în jurul fi ecărui punct de pe F0, se trasează sfere de rază Δr = υΔt, unde v este 
viteza de propagare a undei, iar t = t – t0 reprezintă intervalul de timp în decursul căruia 
frontul de undă ajunge în poziţia nouă. Construind înfășurătoarea undelor secundare 
(tangenta comună a tuturor sferelor de rază r), obţinem noul front de undă F (fi g. 5.22).

ÎNTREBĂRI

1.  Ce reprezintă sursa de unde secundare?

2.  Formulaţi principiul lui Huygens. Care este esenţa acestui principiu?

3.  Explicaţi cum se utilizează principiul lui Huygens la construirea frontului unei unde arbitrare.

5.9  REFLEXIA ȘI REFRACŢIA UNDELOR

a. Legile refl exiei și refracţiei

Modifi carea direcţiei de propagare a undelor la întîlnirea suprafeţei de 
separaţie dintre două medii cu proprietăţi elastice diferite constituie esenţa 
fenomenelor de refl exie și refracţie. 

Considerăm o undă care se propagă spre suprafaţa de separaţie S dintre 
două medii, raza (direcţia de propagare) a căreia formează un unghi i cu 
normala la suprafaţa  S  (fi g. 5.23). Această undă este numită undă inci-
dentă (caracterizată cu raza incidentă), iar unghiul i – unghi de incidenţă.

Fenomenul de reîntoarcere a undelor în mediul din care au venit cînd întîlnesc 
suprafaţa de separaţie a două medii se numeşte refl exie.

F0

Fig. 5.22

Fig. 5.23

S

r

iʹi
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Unda formată prin refl exie este numită undă refl ectată (caracterizată cu raza re-
fl ectată), iar unghiul i' dintre raza refl ectată și normala la această suprafaţă – unghi 
de refl exie (fi g. 5.23).

Fenomenul de modifi care a direcţiei de pro pa gare a unei unde la traversarea su-
prafeţei de separaţie a două medii se numeşte refracţie.
Unda care pătrunde în mediul al doilea este numită undă refractată (caracterizată 

cu raza refractată), iar unghiul r dintre această rază și normala la suprafaţa S – unghi 
de refracţie (fi g. 5.23).

La suprafaţa de separaţie dintre două medii cu proprietăţi diferite aceste fenomene 

se produc simultan, însă există și situaţii cînd unul dintre ele devine predominant. 

Atît cercetările experimentale, cît și studiul teoretic al refl exiei și refracţiei au condus 

la evidenţierea următoarelor legi:

Legile refl exiei
Raza incidentă, raza refl ectată şi normala în punctul de incidenţă se afl ă în acelaşi plan.
Unghiul de refl exie este egal cu unghiul de incidenţă.

   i =   i' (5.38)
Legile refracţiei
Raza incidentă, raza refractată şi normala în punctul de incidenţă se afl ă în acelaşi plan.
Raportul dintre sinusurile unghiurilor de incidenţă şi de refracţie este constant pen-
tru două medii elastice date şi egal cu raportul vitezelor respective ale undelor în 
aceste medii:

 sin i
sin r 

 =
υ1
υ2 

. (5.39)

b.o Studiul refl exiei și refracţiei cu ajutorul 
principiului lui Huygens

Considerăm suprafaţa S de separaţie dintre 
două medii omogene și izotrope diferite 1 și 2, în 
care o undă plană se propagă cu vitezele v1 și, res-
pectiv, v2 (fi g. 5.24). La un moment dat t1 frontul 
de undă incident AB ajunge în poziţia A1B', cînd 
primul punct al acestuia A1 se afl ă pe suprafaţa 
de separaţie S. Din acest moment, în intervalul 
de timp de la t1 pînă la t2, toate punctele frontului 
de undă vor atinge pe rînd suprafaţa de separaţie 
între punctele A1 și B1. 

Pentru a clarifi ca cum infl uenţează această suprafaţă asupra propagării undei inci-
dente, vom folosi principiul lui Huygens. Astfel, punctele de pe intervalul [A1, B1] se 
consideră surse de unde sferice secundare, ce se propagă în ambele medii, dar cu viteze 
diferite. La momentul de timp t2, cînd ultimul punct al frontului de undă incident atinge 
suprafaţa de separaţie S, unda sferică secundară cu centrul în punctul A1 reprezintă 
deja o emisferă de rază A1B'' = υ1Δt = B'B1, situată în mediul 1 și altă emisferă de rază 

 A1A' = υ2Δt = B'B1 ·
υ2
υ1  (5.40)

Fig. 5.24
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– în mediul 2 (fi g. 5.24). Dacă din punctul B1 trasăm tangente la emisferele menţionate, 
atunci B1B'' este frontul de undă al undei refl ectate, iar B1Á  – al un dei refractate. 

Analiza razelor incidente și refl ectate ne permite să demonstrăm legile refl  e xiei, iar a 
celor incidente și refractate – legile refracţiei. Într-adevăr, deoarece ΔA1B'B1 = ΔA1B''B1 
sînt dreptunghice, au ipotenuza A1B1 comună și catetele A1B'' = B'B1 = υ1Δt, rezul-
tă că   B'A1B1 =  B''B1A1. Însă  B'A1B1 =  i, iar   B''B1A1=  i' ca unghiuri cu laturile 
respec tiv perpendiculare, astfel, demonstrîndu-se legea refl exiei (5.38). 

Observăm că în ΔA1B'B1 și ΔA1A' B1,  B'A1B1 =  i și  A1B1A' =  r, ca unghiuri cu 
laturile, respectiv, perpendiculare, iar A1A' = A1B1 sin r și B'B1 = A1B1 sin i (fi g. 5.24). 
Intro du cînd aceste relaţii în (5.40), obţinem legea refracţiei (5.39).

c.o Comportamentul fazei undelor la refl exie

Dacă un mediu oarecare este caracte-
rizat de o viteză de propagare a undelor 
mai mi că decît prin altul, atunci se spune 
că primul mediu este mai dens, iar al 
doilea (în ca re viteza de propagare este 
mai mare) – mai puţin dens. Vom analiza 
compor ta men tul undei refl ectate în aceste 
două situaţii.

Considerăm o undă care se propagă 
de-a lungul unei corzi întinse, fi xate la 
unul din capete de un suport perfect ri-
gid, astfel, modelînd situaţia refl exiei pe 
un mediu mai dens. La momentul cînd 
perturbaţia undei (cu bucla în sus) ajunge la capătul fi xat (fi g. 5.25, a), ea începe să 
acţioneze asupra suportului rigid cu o forţă Fc orientată în sus, încercînd să-l ridice. 
Conform legii a treia a lui Newton, suportul acţionează și el asupra corzii cu o forţă Fs 
egală în modul cu Fc, dar de sens opus. Această forţă orientată în jos generează unda 
refl ectată, a cărei perturbaţie se propagă înapoi de-a lungul corzii, avînd sensul opus 
(cu bucla în jos) sensului perturbaţiei incidente. Cu alte cuvinte, perturbaţia refl ectată 
își modifi că faza cu 180o ( radiani). În consecinţă, 

la refl exia pe un mediu mai dens unda refl ectată este defazată cu πradiani faţă de 
unda incidentă.
Pentru modelarea unui mediu mai puţin dens se prinde capătul corzii de o culisă 

care poate aluneca fără frecări pe o tijă (fi g. 5.25, b). În acest caz, aceeași perturbaţie 
(cu bucla în sus) ajungînd la culisă, acţionează cu forţa Fc  și o ridică fără restricţii, im-
primîndu-i o mișcare oscilatorie. Aceasta, la rîndul său, generează unda refl ectată care 
începe cu o perturbaţie, avînd același sens (tot cu bucla în sus) cu sensul perturbaţiei 
incidente. Așadar,

la refl exia pe un mediu mai puţin dens unda refl ectată este în concordanţă de fază 
cu unda incidentă.

F
c

F
оп

а) б)

Fig. 5.25
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ÎNTREBĂRI

1.  Care este esenţa fenomenelor de refl exie şi refracţie?

2.  Ce se numeşte refl exie? Explicaţi ce reprezintă unghiurile de incidenţă şi refl exie.

3.  Ce se numeşte refracţie? Explicaţi ce reprezintă unghiul de refracţie.

4.  Care sînt legile refl exiei? Ilustraţi aceste legi construind mersul razelor incidentă şi refl ectată.

5.  Care sînt legile refracţiei? Ilustraţi aceste legi construind mersul razelor incidentă şi refractată.

6.o  Demonstraţi legile refl exiei şi refracţiei cu ajutorul principiului lui Huygens.

7.o  Care este defazajul dintre undele refl ectată şi incidentă la refl exia pe un mediu mai dens? 
Explicaţi cum apare acest defazaj.

8.o  De ce la refl exia pe un mediu mai puţin dens undele refl ectată şi incidentă sînt în concordanţă 

de fază?

5.10  DIFRACŢIA UNDELOR

Fenomenul de refl exie studiat în paragraful precedent are loc atunci cînd în calea 
propagării undelor există obstacole cu dimensiuni foarte mari. De multe ori însă un-
dele întîlnesc în calea lor diferite ob sta cole cu dimensiuni mai mici (comparabile cu 
lungimea de un dă). S-a constatat că modul de pro pa gare a undelor depinde în mare 
mă sură de corelaţia dintre lun gi mea de undă și dimensiunea obsta co lului în tî lnit. De 
exemplu, undele de pe supra fa ţa unui lac (valurile) într-o zi liniștită înconjoară un pilon 
și pluta undiţei unui pescar, de parcă acestea nici nu ar exista și, în același timp, o barcă 
lasă o regiune de umbră în care undele nu pătrund. Evident, diametrul pilonului este 
aproximativ egal cu lungimea de undă (distanţa dintre două creste ale valurilor), cel al 
plutei – mult mai mic, iar barca are dimensiuni mult mai mari decît lungimea de undă. 
Astfel, cînd dimensiunile obstacolului sînt mai mici sau comparabile cu lungimea de 
undă, are loc o deviere de la propagarea rectilinie a undelor. 

Fenomenul de pătrundere a undelor în regiunea de umbră a diferitor obsta  co le (de 
dimensiuni compa ra bi le cu lungimea de undă) în urma de vie  rii de la pro pa garea lor 
rectilinie se numeşte difracţie.
Fenomenul de difracţie a undelor de pe suprafaţa apei se 

evidenţiază ușor cu ajutorul ur mătoarei experienţe. Într-o 
cuvă cu apă se in tro duce un perete despărţitor, prevăzut cu 
o fan tă. Dacă în compartimentul din stînga se exci tă o undă 
plană, atunci în funcţie de dimensiunile fantei în compar-
timentul din dreapta apar două situaţii diferite, prezentate 
schematic în fi gura 5.26. Cînd lăţimea fantei d este mai mică 
decît lungimea de undă , se observă pătrunderea undei în 
regiunea de umbră (fi g. 5.26, a), iar dacă d >> profi lul undei 
practic nu se schimbă, denaturîndu-se puţin în apropierea 
regiunii de umbră (fi g. 5.26, b). 

Explicarea din punct de vedere calitativ a pătrunderii 
undelor în regiunea de umbră este posibilă cu ajutorul princi-
piului lui Huygens. Conform acestui principiu, toate punctele Fig. 5.26

λ

λ

d

d

а)

б)
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frontului de undă, ajunse pe planul fantei, devin surse de unde sferice secundare ce 
se propagă în mediul din spatele obstacolului (fantei). Din fi gura 5.26 se observă că 
frontul de undă pătrunde cu atît mai mult în regiunea de umbră, cu cît dimensiunea 

fantei este mai mică în raport cu lungimea de undă. 

ÎNTREBĂRI

1.  Ce se numeşte difracţie a undelor? 
2.  Ce condiţii trebuie îndeplinite pentru a observa fenomenul de difracţie?
3.  Cum se explică fenomenul de difracţie cu ajutorul principiului lui Huygens?

5.11  INTERFERENŢA UNDELOR 

a. Studiul calitativ al interferenţei undelor

Să analizăm acum particularităţile propagării concomitente a mai multor unde 
prin unul și același mediu. Este evident că în asemenea situaţii vor exista regiuni ale 
mediului în care undele se suprapun. Întrucît unda reprezintă o mișcare oscilatorie ce 
se propagă în spaţiu, în regiunile menţionate fi ecare punct al mediului este antrenat în 
această mișcare de către perturbaţiile tuturor undelor ajunse la el. Rezultă că elongaţia 
unui punct oarecare al mediului la un moment dat reprezintă suma vectorială a 
elongaţiilor provenite de la fi ecare undă aparte. Mai mult ca atît, experienţele arată 
că în cazul elongaţiilor nu prea mari, adică în cazul undelor armonice, ele se pro pa gă 
independent una de alta. Aceste afi rmaţii constituie principiul superpo zi ţiei undelor 
care de fapt este o consecinţă a principiului independenţei acţiunii forţelor, studiat 
la mecanică (vezi par. 2.2, d). 

Dacă în mediul elastic se propagă unde cu pulsaţii diferite, atunci oscilaţiile punc-
telor din regiunea de suprapunere a lor nu sînt armonice. În fi ecare punct al mediului 
diferenţa de fază a oscilaţiilor punctelor vecine este diferită la diferite momente de 
timp și din această cauză oscilaţiile rezultante nu au o amplitudine stabilă. Rezultatul 
suprapunerii undelor depinde de corelaţia dintre fazele, pulsaţiile și amplitudinile lor. 
Un interes practic deosebit reprezintă cazul suprapunerii undelor de aceeași pulsaţie 
și caracterizate de o diferenţă de fază constantă în timp. 

Sursele de unde, ale căror oscilaţii se produc cu aceeaşi pulsaţie şi menţin pe durata 
întregului proces oscilatoriu o diferenţă de fază constantă, se numesc surse coerente, 
iar undele produse de aceste surse – unde coerente.
La suprapunerea undelor coerente se obţine o configuraţie stabilă a punctelor 

mediului, unele din ele oscilînd cu amplitudine mare, iar altele – cu amplitudine 
mică. 

Fenomenul de amplifi care sau de atenuare reciprocă a amplitudinii osci la ţii lor rezul-
tante în diferite puncte ale mediului în urma suprapunerii undelor coe rente se numeşte 
interferenţă. Regiunea mediului unde se produce in ter fe renţa este numită cîmp de 
interferenţă, iar aspectul acestuia – tablou de interferenţă. 
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Să analizăm procesul de formare a 
tabloului de interferenţă a undelor de pe 
suprafaţa apei. Pentru aceasta pe o tijă 
se fi xează la o anumită distanţă unul de 
altul două ace. Dacă aducem tija în stare 
de vibraţie cu o pulsaţie oarecare, atunci 
cele două ace, lovind suprafaţa apei din-
tr-o cuvă, produc două unde coerente. În 
fi gura 5.27 sînt repre zen ta te schematic 
suprafeţele de undă după intervale de 
timp egale cu jumătate de perioadă și 
tabloul de interferenţă obţinut în acest 
caz. Punctele S1 și S2 corespund locurilor 
de pe suprafaţa apei, unde lovesc ácele. Suprafeţele de undă desenate cu cercuri întregi 
corespund crestelor, iar cele cu cercuri întrerupte – adînciturilor de pe suprafaţa apei. 
Astfel, în punctele A sau B, unde se întîlnesc două creste sau, respectiv, două adîncituri, 
are loc amplifi carea amplitudinii de oscilaţie, obţinîndu-se o creastă mai înaltă sau o 
adîncitură mai mare (maxim de interferenţă), iar în punctul C, unde se întîlnesc o 
creastă cu o adîncitură, are loc micșorarea amplitudinii de oscilaţie (minim de interfe-
renţă). Întrucît energia undelor este proporţională cu pătratul amplitudinii lor, rezultă 
că  la interferenţă are loc redistribuirea energiei undelor în punctele de maxim. Din 
fi gură se mai observă că toate punctele în care se întîlnesc crestele (adînciturile) sînt 
în concordanţă de fază, iar diferenţa dintre dru mu ri le parcurse de fi ecare undă de la 
sursele S1 și S2 pînă la punctul dat este egală cu un nu măr întreg de lungimi de undă 
 (un număr par de semilungimi de undă). Punctele în care se întîlnesc o creastă cu o 
adîncitură sînt în opoziţie de fază, iar diferenţa de drum constituie un număr impar 
de semilungimi de undă. Așadar,

punctele cîmpului de interferenţă pentru care diferenţa de drum este un număr par 
de semilungimi de undă oscilează cu amplitudine maximă, iar cele pentru care 
diferenţa de drum este un număr impar de semilungimi de undă oscilează cu ampli-
tudine minimă.
Astfel, condiţia de maxim de interferenţă este 

 Δx = ± 2m · λ
2 , (5.41)

iar cea de minim de interferenţă – 

 Δx = ± (2m + 1) · λ
2 , (5.42)

unde m este un număr întreg și reprezintă ordinul maximului sau minimului. De exemplu,  
m = 0 evidenţiază pe tabloul de interferenţă maximul central sau minimele de ordinul 1, 
situate simetric de o parte și de alta a maximului central la distanţele /2 și  – /2.

b.o Studiul cantitativ al interferenţei undelor

Considerăm sursele coerente S1 și S2 de la care se propagă două unde plane descrise 
de ecuaţii de forma (5.35, c)

y1 = A1 sin (ωt – kx1)
și

y2 = A2 sin (ωt – kx2),

λ

S
1 S

2

A
B

C

Fig. 5.27
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unde x1 și x2 sînt distanţele de la un punct oarecare P din cîmpul de interfe-
renţă pînă la sursele respective (fi g. 5.28), iar k este numărul de undă (5.36).

Punctul P este antrenat în mișcare oscilatorie de fi ecare undă în parte 
și, întrucît oscilaţiile ajunse la acesta sînt coliniare, mișcarea lui prezintă 
rezultatul compunerii acestor oscilaţii. Amplitudinea oscilaţiei rezultante 
este dată de relaţia (5.30) din care avem 

 A = √ A1
2 + A2

2 + 2A1A2 cosΔφ, (5.43)

unde Δφ = φ2 – φ1 = ωt – kx2 – ωt + kx1 = k (x1 – x2) = kΔx este diferenţa de fază a undelor, 
iar distanţa x este numită diferenţă de drum. Luînd în considerare (5.36), se obţine re-
laţia de interdependenţă dintre diferenţa de fază și diferenţa de drum a undelor coerente:

 Δφ = 2π
λ

 Δx. (5.44)

De la compunerea oscilaţiilor cunoașteţi că amplitudinea oscilaţiei rezultante este ma-
ximă atunci cînd diferenţa de fază este un număr par de  radiani, adică 

 Δφmax = ±2m · π. (5.45, a)
și minimă, cînd diferenţa de fază este un număr impar de  radiani, adică  

 Δφmin = ±(2m + 1) · π. (5.46, a)
Este evident că (5.45, a) și (5.46, a) sînt și condiţiile pentru maxim și, respectiv, mi-

nim de interferenţă, exprimate prin diferenţa de fază. Dacă însă utilizăm relaţia (5.44), 
atunci se obţin aceleași condiţii, dar exprimate prin diferenţa de drum

 Δxmax = ±2m · λ
2  (5.45, b)

și, respectiv: 
 Δxmin = ± (2m + 1) · λ

2 . (5.46, b)
Observăm că aceste condiţii confi rmă rezultatele (5.41) și (5.42), obţinute din ana-

liza calitativă a fenomenului cercetat. În relaţiile (5.45)–(5.46) m  N este, totodată, și 
ordinul maximului sau minimului de interferenţă. 

Zonele în care toate punctele sînt caracterizate de același rezultat al interferenţei (ma-
xim sau minim) se numesc franje de interferenţă. Astfel, un tablou de inter fe ren ţă repre-
zintă o succesiune de franje de amplitudine maximă și franje de ampli tudine minimă.

Așadar, condiţiile maximelor și minimelor de interferenţă pot fi  formulate în modul 
următor:

Punctele cîmpului de interferenţă pentru care diferenţa de drum (diferenţa de fază) 
constituie un număr par de semilungimi de undă (de πradiani), reprezintă maxime 
de interferenţă, iar pentru care ea constituie un număr impar de semilungimi de undă 
(de πradiani) – minime de interferenţă.

ÎNTREBĂRI ȘI PROBLEME   
1.  Care este esenţa principiului superpoziţiei undelor?

2.  Care surse de oscilaţii se numesc coerente? Ce reprezintă undele coerente?

3.  Ce se numeşte interferenţă? Explicaţi procesul de formare a tabloului de interferenţă.

4.  Ce reprezintă diferenţa de drum?

S
1

x
1 x

2

S
2

P

Fig. 5.28
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5.  În care condiţii un punct al cîmpului de interferenţă va oscila cu amplitudine maximă? Dar cu 
amplitudine minimă?

6.  Care sînt condiţiile pentru maximele şi minimele de interferenţă formulate prin: a) diferenţa 
de drum; b) diferenţa de fază?

7. Două surse coerente oscilează cu frecvenţa ν = 1 Hz, iar undele generate de ele se  propagă 
pe suprafaţa apei cu viteza de 1,5 m/s. Determinaţi pentru ce valoare minimă a diferenţei de 
drum pe suprafaţa apei se va observa: a) amplifi carea undelor; b) atenuarea undelor.

8.  De la două surse coerente care oscilează cu perioada T = 0,5 s se propagă printr-un mediu 
oa re care două unde cu vitezele de 1 km/s. Determinaţi pentru ce valori ale diferenţei de drum, 
în re giunea de suprapunere a undelor, se vor observa maximul şi minimul de interferenţă de 
ordinul doi.

9.  De la două surse coerente afl ate la distanţa d = 2 m una de alta se propagă într-un mediu elastic 
unde cu viteza de 340 m/s. La distanţa L = 4 m de la mijlocul dintre surse perpendicular pe 
segmentul care le uneşte a fost înregistrat un maxim de interferenţă, iar următorul – la distanţa 
Δl = 1,5 m de la acesta pe linia paralelă cu cea pe care se afl ă sursele. Care este frecvenţa de 
oscilaţie a surselor? 

5.12°  UNDE SONORE

a. Clasifi carea undelor sonore

Undele mecanice longitudinale care se propagă în medii elastice şi produc senzaţii 
auditive se numesc unde sonore sau sunete, iar sursele unor astfel de unde reprezintă 
vibraţii sonore.
Undele sonore ajung la urechea noastră, propagîndu-se de obicei prin aer, însă ele 

se pot propaga atît în lichide, cît și în solide. Cercetările experimentale și teoretice au 
arătat că viteza de propagare a undelor sonore prin lichide și solide este mult mai mare 
decît în gaze. De exemplu, viteza sunetului în aer la condiţii normale este de 330 m/s, 
în apă – de 1 500 m/s, iar în oţel – de 5 500 m/s. Însă nu orice vibraţie poate produce 
senzaţia de sunet. S-a constatat că urechea unui om este sensibilă la undele mecanice 
caracterizate cu frecvenţe situate în diapazonul de aproximativ 16–20 000 Hz. Acest 
diapazon are un caracter convenţional. El nu depinde de proprietăţile undelor sonore, 
ci numai de calităţile urechii umane și poate varia de la o persoană la alta și odată cu 
vîrsta. Deja la o vîrstă medie omul nu mai poate recepţiona sunete cu frecvenţe mai 
mari decît 12–14 kHz. Există însă animale care pot recepţiona vibraţii cu frecvenţe atît 
mai mici decît 16 Hz, cît și mai mari de 20 kHz. De exemplu, meduzele pot recepţiona 
sunete cu frecvenţe mai mici de 16 Hz, cîinele – pînă la 40 kHz, iar liliecii și delfi nii – cu 
frecvenţe de peste 100 kHz. Astfel, în funcţie de frecvenţa vibraţiilor elastice, acestea 
se clasifi că în modul următor:

– vibraţii cu frecvenţe ν  < 16 Hz, numite infrasunete;
– cu frecvenţe 16 Hz ≤ ν ≤ 20 kHz – numite sunete;

– cu frecvenţe ν > 20 kHz, numite ultrasunete.

b. Calităţile sunetului

Sunetele se deosebesc între ele prin intermediul anumitor particularităţi numite 

calităţile sunetului. Acestea sînt intensitatea, înălţimea și timbrul sunetului.



160

C
A

P
IT

O
L

U
L

 V

Intensitatea sunetului se măsoară cu energia transportată de unda sonoră într-o unitate 
de timp printr-o unitate de suprafaţă, aşezată perpendicular pe direcţia de propagare 
şi are unitatea de măsură în Sistemul Internaţional W/m2.
Frecvenţa și intensitatea sînt două caracteristici independente ale undelor sonore. 

Cu alte cuvinte, la una și aceeași frecvenţă pot exista sunete slabe și sunete puternice, 
sau invers, pot exista sunete de frecvenţă joasă și de frecvenţă înaltă, dar avînd aceeași 
intensitate. Urechea umană este sensibilă pentru intensităţi caracterizate cu valori 
cuprinse într-un interval foarte mare. Cel mai puternic sunet pe care îl poate recep-
ţiona urechea noastră are o intensitate de aproximativ 1012 ori mai mare decît a celui 
mai slab sunet perceptibil. Limita inferioară a intensităţii sunetului sub care urechea 
omului nu mai percepe vibraţiile sonore este numită prag inferior de audibilitate, iar 
cea superioară, deasupra căreia sunetul produce senzaţie dureroasă – prag superior 
de audibilitate. 

Un sunet se poate caracteriza cu valoarea relativă a intensităţii lui I în raport cu 
in tensitatea unui sunet de referinţă, care în practică se ia cea de la pragul inferior de 
audi bilitate – I0 = 10–12 W/m2. Întrucît domeniul de audibilitate este foarte larg, pentru 
com pa rarea sunetelor s-a dovedit a fi  foarte comodă utilizarea scării logaritmice. Astfel, 
se in troduce mărimea fi zică  numită nivel sonor și defi nită cu relaţia 

 β = lg I
I0

. (5.47)

Unitatea de măsură a nivelului sonor este bellul cu simbolul B și a fost numită astfel 
în cinstea inventatorului telefonului Alexander Graham Bell (1847–1922). Din (5.47) 
se observă că un sunet cu nivelul sonor de 1B (un bell) are intensitatea de 10 ori mai 
mare decît a pragului inferior de audibilitate. Bellul este o unitate destul de mare și 
de aceea în practică pentru măsurarea nivelului sonor se folosește o unitate mai mică: 
decibell cu simbolul dB (1 B = 10 dB).

Calitatea unui sunet de a fi  mai jos (grav) sau mai înalt (ascuţit) se numeşte înălţime.
În funcţie de frecvenţă, sunetul este cu atît mai ascuţit, cu cît frecvenţa lui este mai 

mare. La vibraţia unui corp nepunctiform întotdeauna se propagă sunete complexe 
care conţin mai multe frecvenţe. Sunetul cu cea mai mică frecvenţă νf pe care îl pro-
duce un corp este numit sunet fundamental, iar cele cu frecvenţa ν = m  νf  (m = 2, 3, 
…) – armonici superioare.

Calitatea prin care se deosebesc două sunete care au aceeaşi intensitate şi frecvenţă 
fundamentală, dar emise de surse diferite se numeşte timbrul sunetului. 
Timbrul unui sunet depinde de intensitatea, înălţimea și numărul armonicilor supe-

rioa re care însoţesc sunetul fundamental. Rezultă că deosebirea sunetelor prin tim brul 
lor se datorează complexităţii acestora. Cu cît sunetul conţine mai multe armo nici, cu 
atît el este mai plăcut, mai armonios pentru auz. 

Din punctul de vedere al calităţilor sunetelor și al senzaţiilor produse de ele asupra 
urechii omului, acestea pot fi  clasifi cate în modul următor:

– sunetele de intensitate mare și de scurtă durată, numite detonaţii. Astfel de sunete 
sînt foarte neplăcute pentru auz, producînd adesea și senzaţii de durere;
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– sunetele obţinute în urma unor oscilaţii cu amplitudine variabilă în timp, dar fără 
niciun fel de periodicitate, sînt numite zgomote; 

– sunetele periodice, indiferent de gradul lor de complexitate, sînt numite sunete 
muzicale. Ele provoacă o senzaţie plăcută pentru auz, dacă, bineînţeles, au intensitatea 

sub pragul superior de audibilitate.

ÎNTREBĂRI

01.  Care unde se numesc sonore?

02.  Care este diapazonul undelor sonore?

03.  Care este clasifi carea undelor sonore în funcţie de frecvenţa vibraţiilor elastice?

04.  Ce reprezintă intensitatea sunetului şi care sînt unităţile ei de măsură în SI?

05.  Ce reprezintă pragul inferior (superior) de audibilitate?

06.  Cum se defi neşte mărimea fi zică numită nivel sonor şi care este unitatea ei de măsură în SI?

07. Ce se numeşte înălţime a sunetului? Ce reprezintă sunetul fundamental şi armonicile lui su-
perioare?

08. Ce se numeşte timbrul sunetului?

09. Cum se clasifi că sunetele din punctul de vedere al calităţii lor şi al senzaţiilor auditive produse 
de acestea?

5.13°  UNDE SEISMICE

Unul dintre cele mai distrugătoare și înspăimîntătoare fenomene naturale de pe 
Pămînt îl constituie cutremurul (seismul). Seismele reprezintă niște mișcări bruște, 
relativ localizate și de scurtă durată, care produc zguduiri și oscilaţii ale scoarţei terestre, 
ce se propagă prin intermediul undelor. 

Undele elastice care se propagă în interiorul şi la suprafaţa Pămîntului se numesc 
unde seismice.
De cele mai multe ori cutremurele durează doar cîteva secunde, însă au fost înre-

gistrate de asemenea cutremure cu durată de aproximativ un minut și chiar mai mult. 
De exemplu, cutremurul din Alaska (24 ianuarie 1964) a durat peste 7 minute. Energia 
elastică eliberată la un cutremur catastrofal este enormă. Conform calculelor estima tive, 
aceasta ajunge pînă la aproximativ 1018 J (pentru comparaţie – energia solară absorbită 
de suprafaţa Pămîntului timp de un an este de aproximativ 1024J). Este evident că și 
prejudiciile în urma unui asemenea cutremur sînt enorme, deoarece la cele produse 
în mod direct se mai adaugă și distrugerile cauzate de efectele secundare: incendii, ex-
plozii, alunecări de teren și multe altele. Cele mai dezastruoase cutremure înregistrate 
în secolul al XX-lea, care s-au soldat cu cel mai mare număr de victime, au avut loc în 
China în anii 1920 (180 de mii), 1927 (200 de mii), 1976 (255 de mii) și în Japonia în 
anul 1923 (143 de mii).

Cauza nemijlocită a cutremurelor o constituie deformarea scoarţei terestre (de 
alungire, comprimare, forfecare etc.), care provoacă tensiuni mecanice enorme în rocile 
Pămîntului. Atunci cînd acestea „înving” rezistenţa de rupere a rocilor, are loc eliberarea 
bruscă a energiei acumulate și se produce cutremurul. Regiunea în care este eliberată 
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energia se numește focar sau hipocentru și, în majoritatea cazurilor, se afl ă la adîncimi 
cuprinse între 1 și 700 km. Locul afl at pe suprafaţa Pămîntului deasupra focarului este 
numit epicentru. S-a constatat că distrugerile sînt mai mari în zona epicentrului, cînd 
focarul se afl ă la adîncime mică. Dacă focarul se afl ă la adîncimi mari, cutremurul se 
manifestă violent nu numai în regiunea epicentrului, dar și la distanţe mari de acesta. 

Care este natura forţelor ce generează asemenea deformaţii? Există mai multe ipo-
teze cu privire la originea acestora, însă majoritatea cercetătorilor susţin ipoteza despre 
mișcarea plăcilor tectonice. 

În general, cutremurele se pot produce în orice regiune a scoarţei terestre, însă ele 
sînt mai frecvente în regiunile apropiate de marginile plăcilor tectonice care se mai 
numesc falii de transformare sau linii de refracţie.

Energia eliberată în focarul unui cutremur se propagă în toate direcţiile prin in-
termediul undelor seismice. Există două tipuri principale de unde seismice: unde de 
volum, care se propagă în interiorul Pămîntului, și unde de suprafaţă, care se propagă 
la suprafaţa scoarţei terestre. 

Undele de volum, la rîndul lor, se divizează în: unde primare (P) și unde secun-
dare (S). Deplasarea undelor P se realizează prin comprimări și dilatări succe si ve 
ale mediului pe direcţia de propagare a lor, adică sînt unde longitudinale și se trans-
mit atît prin medii solide (litosferă), cît și lichide (manta și nucleu). S-a constatat 
că undele P întotdeauna ajung la suprafaţă mai repede (au viteză mai mare) decît 
undele S, însă ultimele transferă mai multă energie și deci au o forţă de dis tru gere 
mai mare. Astfel, înregistrarea undelor P ar putea fi  un avertisment al pri mej diei 
distrugerilor, dar intervalul de timp pînă la sosirea undelor S este prea mic (de or-
dinul secundelor sau maxim a zecilor de secunde) pentru a fi  prevenită po pu laţia. 
Undele S se deplasează prin oscilaţii ale particulelor mediului, perpendiculare pe 
direcţia de propagare a lor, adică sînt transversale și se transmit numai prin medii 
solide (litosferă).

Undele de suprafaţă se formează la refl exia repetată și suprapunerea undelor P și S 
în litosferă, fi ind de 4 tipuri. Trei dintre ele sînt unde transversale și se numesc unde 
Rayleigh, iar a patra este longitudinală, fi ind numită undă Love.

Viteza undelor seismice depinde de densitatea rocilor prin care se propagă. Undele 
P au viteze, în medie, de 7 km/s, ce sînt de aproximativ de 1,7 ori mai mari decît ale 
undelor S. Viteza undelor de suprafaţă este mai mică decît a celor de volum și constituie 
apro xi ma tiv 3 km/s.

Pentru înregistrarea undelor seismice în timpul unui cutremur se folosesc in stru men te 
foarte sensibile, numite seismografe.  

Pentru descrierea efectelor de distrugere și compararea cutremurelor, în prezent se 
utilizează două tipuri de scări: scara intensităţii și scara magnitudinii. Conform scării 
intensităţii, fi ecărui cutremur i se atribuie un număr, ce caracterizează conse cin ţe le lui 
într-un anumit loc, dependent de distanţa faţă de epicentru și particularităţile solului, 
numit intensitate macroseismică (I). Întrucît pentru unul și același cutremur în diferite 
localităţi intensitatea macroseismică este diferită, caracteristica lui energetică este de-
terminată de cea mai mare intensitate înregistrată. Scara internaţională a intensităţilor, 
folosită în prezent de majoritatea ţărilor, are 12 grade și se numește scara intensităţii 
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seismice Mercalli. Fiecare grad al acestei scări conţine o descriere foarte detaliată a 
efectelor cutremurului, observate la suprafaţa Pămîntului. 

O altă scară, frecvent utilizată pentru stabilirea mărimii cutremurelor, folosind 
numai înregistrările instrumentale, este cea propusă de Charles Richter. El a defi nit 
magnitudinea M a unui cutremur ca logaritmul în baza 10 a amplitudinii maxime a 
undei seismice, înregistrate cu un seismograf standard, afl at la distanţa de 100 km de 
la epicentrul lui. Aceasta înseamnă că creșterea magnitudinii cu o unitate corespunde 
creșterii amplitudinii maxime a undei seismice de 10 ori. 

Între scările Mercalli și Richter nu există o corelaţie exactă. Ele pot fi  doar comparate 
în cazul unei localităţi concrete. În tabelul de mai jos este prezentată scara intensităţii 
seismice Mercalli, expusă într-o formă prescurtată.

Inten-
sitatea 

(I)
Efectele cutremurului după scara Mercalli

1 Microseisme înrgistrate numai cu seismografe.

2
Este sesizat numai de foarte puţini oameni, afl aţi în stare de repaus, mai ales, de la etajele 
superioare ale clădirilor.

3 
Vibraţii simţite în încăperi, îndeosebi, la etajele superioare, însă foarte mulţi oameni nu 
le atribuie unui cutremur. 

4
În timpul zilei este simţit de majoritatea celor din încăperi. În timpul nopţii unii se trezesc 
din somn. Vesela sună uşor.

5
Este simţit de aproape toată populaţia. Se pot răsturna obiectele mici sau mobila instabilă. 
Oscilează lustrele. 

6
Este simţit de toată populaţia, unii de spaimă fug din case. Se deplasează mobila, în 
unele locuri cade tencuiala. 

7
Toţi se înspăimîntă, părăsesc încăperile. Se răstoarnă diferite obiecte, apar fi suri uşoare 
sau puternice în pereţi în funcţie de duritatea lor. 

8
Spaimă generală şi panică. Se prăbuşesc coşurile de pe clădiri. Pereţii se fi surează. 
Construcţiile mai slabe se deteriorează. Se deplasează mobila grea. Se modifi că nivelul 
apei din fîntîni. 

9 
Panică generală. Clădirile mai slabe se dărîmă, iar cele durabile suferă avarii considerabile. 
Apar crăpături în suprafaţa solului. Se rup conductele subterane. 

10
Majoritatea clădirilor sînt distruse din temelie sau avariate considerabil. Crăpături multiple 
în scoarţa terestră. Apa din rîuri şi lacuri este aruncată peste maluri. 

11
Catastrofă. Se distrug clădirile, digurile, căile de transport, au loc alunecări de teren şi 
devieri ale unor ape curgătoare. 

12
Modifi carea reliefului. Pe suprafaţa Pămîntului se formează unde. Nu rezistă, practic, 
nicio construcţie. Se modifi că cursul apelor, apar lacuri noi.
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Cutremurele care se resimt în Republica Moldova au epicentrul în regiunea Vrancea 
din România. Acestea se datorează coliziunii dintre Placa Eurasiatică și Subplăcile Intra-
alpină și Moesică, mai exact, subducţiei Plăcii Eurasiatice. După cum se observă din 
diagrama prezentată în fi gura 5.29, unde sînt indicate numai cutremurele de magnitu-
dine M > 4 care au avut loc în secolul trecut, regiunea Vrancea are o activitate seismică 
destul de mare. De menţionat că în această perioadă cutremurele cu magnitudinea 
M > 7 s-au repetat la un interval de aproximativ 35 de ani.

Cea mai importantă problemă a seismologilor este, fără îndoială, cercetarea posibili-
tăţilor de prezicere a cutremurelor. Însă în prezent asemenea posibilităţi încă nu există. 
Nimeni nu poate spune cu exactitate unde, în ce an și în ce zi va avea loc un cutremur 

cu consecinţe grave pentru oameni.

ÎNTREBĂRI

1. Ce se numesc unde seismice?
2. Ce reprezintă focarul unui cutremur? Dar epicentrul?
3. Care sînt mecanismele de formare a cutremurelor?
4. Ce reprezintă falia de transformare?
5. Care sînt tipurile de unde seismice? Caracterizaţi-le.
6. Care sînt scările pentru descrierea şi compararea cutremurelor, utilizate în prezent? Prin ce se
    deosebesc ele?

Fig. 5.29
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LUCRĂRI DE LABORATOR 

NOŢIUNI ELEMENTARE DESPRE CALCULUL ERORILOR

a. Măsurări și erori

Procesul de măsurare a unei mărimi fi zice constă în compararea acesteia cu o mărime 
de aceeași natură aleasă convenţional în calitate de unitate. Rezultatul măsurării este 
valoarea numerică a mărimii măsurate, care arată de cîte ori este cuprinsă unitatea ei 
în mărimea fi zică respectivă. Măsurînd masa unui corp cu unitatea kilogram, se obţine 
m = 2 kg, adică unitatea de 1 kg este cuprinsă în masa acestui corp de două ori.

Măsurările mărimilor fi zice sînt de două tipuri: directe și indirecte. Dacă mări-
mea fi zică este independentă, ea se compară direct cu unitatea corespunzătoare și 
măsurarea este numită directă. De exemplu, distanţa se măsoară cu metrul-etalon, 
timpul – cu cronometrul, temperatura – cu termometrul etc. Cînd mărimea fi zică 
este dependentă de alte mărimi, adică se exprimă prin acestea, ea se calculează cu 
ajutorul unei relaţii în care se introduc rezultatele măsurărilor directe ale anumitor 
mărimi independente. Pentru determinarea energiei cinetice a unui corp în mișcare 
mai întîi se măsoară direct masa și viteza corpului (cu vitezometrul), apoi, conform 
relaţiei Ec = mυ2/2, se calculează energia cinetică.

Valorile numerice obţinute prin măsurarea mărimilor fi zice întotdeauna sînt afectate 
de erori. Sursele de erori sînt diverse, principalele fi ind cauzate de imperfecţiunea me-
todelor de măsurare, sensibilitatea limitată a aparatelor de măsură; infl uenţa mediului 
înconjurător (temperatura, presiunea, umiditatea, cîmpurile electrice și magnetice etc.), 
calităţile și deprinderile experimentatorului ș.a. Astfel, în orice măsurare se obţine doar 
o valoare aproximativă a mărimii fi zice măsurate, care nu coincide cu cea adevărată 
(exactă). Abaterea rezultatelor măsurărilor de la valoarea adevărată este caracterizată 
cantitativ de erorile de măsurare.

După caracterul lor, erorile de măsurare pot fi  clasifi cate în accidentale (întîmplă-
toare), sistematice și grave. 

Erorile accidentale variază imprevizibil de la o măsurare la alta, au un caracter 
aleatoriu și pot avea atît valori pozitive, cît și negative. Existenţa acestor erori este de-
terminată de un ansamblu de cauze greu de sesizat, care, practic, nu pot fi  înlăturate. De 
exemplu, măsurarea repetată a timpului de mișcare a unui vehicul pe un drum arbitrar 
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este infl uenţată de acţiunea mereu diferită a vîntului, iar rezultatele obţinute întotdeau-
na se deosebesc puţin. Din cauza fl uctuaţiilor din reţeaua de alimentare, la măsurarea 
repetată a intensităţii curentului electric de fi ecare dată se obţin valori diferite, chiar 
dacă metoda, aparatul de măsură și condiţiile mediului înconjurător rămîn aceleași.

Erorile sistematice sînt determinate de anumite defecte ale aparatelor de măsură 
și de imperfecţiunea metodelor aplicate. Pe parcursul măsurărilor repetate aceste erori 
sînt aceleași ca valoare numerică și ca semn. De exemplu, cîntărirea unui corp cu o 
balanţă cu braţele inegale cauzează o eroare sistematică constantă (eroare instru-
mentală); dacă la aplicarea metodei pendulului matematic la măsurarea acceleraţiei 
gravitaţionale nu se ţine seama de forţele de frecare și de rezistenţa aerului, rezultatul 
este afectat de o oarecare eroare permanentă (eroare de metodă). În cazul în care la 
începutul experimentului se înregistrează surse de erori sistematice, ele pot fi  înlăturate 
fi e prin înlocuirea aparatelor cu defecte și a metodei aplicate, fi e prin introducerea unor 
corecţii la rezultatele obţinute.

Erorile grave sînt, de obicei, cauzate de neatenţia experimentatorului în timpul citirii 
unei valori de pe scala aparatului de măsură sau de o modifi care bruscă și de scurtă 
durată a condiţiilor în care se realizează experimentul. În majoritatea cazurilor, din 
șirul de valori obţinute în urma măsurărilor, cele afectate de erori grave se deosebesc 
foarte mult de alte tipuri de erori și trebuie înlăturate repetînd măsurarea.

Din caracteristica celor trei tipuri de erori rezultă că valoarea mărimii fi zice măsurate 
nu poate fi  determinată exact, ci numai cu o oarecare precizie. Presupunînd că erorile 
sistematice și cele grave au fost eliminate, vom estima erorile accidentale comise la 
măsurarea unei mărimi fi zice.

b. Erorile măsurărilor directe

Să analizăm mai întîi cazul măsurărilor directe. Admitem că se realizează N măsurări 
ale mărimii fi zice X, obţinîndu-se valorile aproximative X1 , X2 ,...XN. 

Mărimea

X
—=  Xi

reprezintă media aritmetică a măsurărilor individuale și este cea mai apropiată de 
valoarea adevărată.

Modulul diferenţei dintre valoarea medie X— şi cea individuală Xi  este numit eroare 
absolută a măsurării individuale

ΔXi =│X
—

−Xi│ (1)
şi are unitatea mărimii măsurate.
Eroarea medie ΔX

—
 care afectează mărimea fi zică X este determinată de media arit-

metică a erorilor (1) 

 ΔX
—

=  ΔXi (2)

și este numită eroare absolută medie. Rezultatul măsurării se scrie sub forma 

X = X—± ΔX
—

. (3)

Aceasta înseamnă că valoarea adevărată a mărimii fi zice măsurate X se afl ă în intervalul 

.
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Eroarea absolută însă nu caracterizează deplin calitatea măsurării. Presupunem că 
două lungimi diferite sînt măsurate cu aceeași eroare absolută egală cu 0,01 m. Atunci 
pentru o lungime de cîţiva metri eroarea comisă este satisfăcătoare, iar pentru alta de 
ordinul centimetrilor este foarte mare. Astfel, pentru a judeca despre precizia măsurării, 
se introduce noţiunea de eroare relativă:

Raportul dintre eroarea absolută medie şi valoarea medie a mărimii fi zice măsurate 
se numeşte eroare relativă

ε =  . (4)

Ea arată ce parte din valoarea mărimii fi zice măsurate constituie eroarea absolută 
medie și deseori este numită precizie. Eroarea relativă este o mărime adimensională 
și, de obicei, se exprimă în procente.

c. Erorile măsurărilor indirecte

Măsurările mărimilor fi zice de cele mai multe ori sînt indirecte. Rezultatul măsurării 
se obţine cu ajutorul unei relaţii ce exprimă dependenţa funcţională a mărimii fi zice 
studiate de alte mărimi măsurate direct. Este evident că și eroarea mărimii fi zice res-
pective trebuie calculată cu ajutorul aceleiași dependenţe funcţionale. Aducem cîteva 
exemple de calcul al erorilor, dependenţa funcţională corespunzătoare reprezentînd o 
sumă (diferenţă), produs sau cît a două mărimi fi zice A și B măsurate direct cu erorile 
absolute medii ΔA— și  ΔB—. 

1. Dacă X = A ± B, atunci X
— ± ΔX

—
 =   sau  X

— ± ΔX
—=  

unde X
—

 = A—± B— este valoarea medie a mărimii fi zice X măsurată indirect, iar

± ΔX
−= ± Δ  (5)

reprezintă eroarea absolută medie a acestei mărimi.
Din (5) se observă că sînt mai multe combinaţii de semn ale erorilor ΔA— și ΔB—: 

a) ΔA— + ΔB—; b) ΔA— − ΔB—; c) − ΔA— + ΔB— și d) − ΔA— − ΔB—. Deoarece nu există garanţii că 
măsurările vor da astfel de rezultate încît erorile lor să se compenseze reciproc [cazurile 
b) și c)], întotdeauna se ia cea mai nefavorabilă situaţie, cînd ele au același semn, adică 
se acumulează [cazurile a) și d)].

Așadar, eroarea absolută a unei mărimi fi zice X exprimată prin suma (diferenţa) 
mărimilor A și B măsurate direct este

ΔX
−= ΔA—+ ΔB—, (6)

iar cea relativă

ε =  =  . (7)

Eroarea absolută a unei mărimi fi zice exprimate prin suma sau diferenţa altor mărimi 
fi zice independente ce se măsoară direct este egală cu suma erorilor absolute ale 
acestora.

2. Dacă X = A . B, atunci , 
de unde . 
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Considerînd cea mai nefavorabilă situaţie, cînd erorile se acumulează, și neglijînd 
produsul  ΔA— . ΔB— ca fi ind mic în comparaţie cu ceilalţi termeni, obţinem 

ΔX
—= A—.ΔB

—
�± B—.ΔAA

—
, (8)

εx =  = εA + εB . (9)
3. Dacă X = A_

B 
, atunci  

X
—

 ± ΔX
—

 =  =  =  .

Făcînd aceleași aproximaţii ca în cazul precedent și luînd în considerare că , 
obţinem 

ΔX
—=  , (10)

εx =  = εA + εB . (11)
Astfel,

Dacă mărimea fi zică măsurată indirect se exprimă printr-un produs sau cît al mai 
multor variabile independente, atunci eroarea ei relativă este egală cu suma erorilor 
relative ale variabilelor independente măsurate direct.
Mărimea fi zică măsurată indirect poate fi  dependentă funcţional de cele măsurate direct, 

exprimată și prin operaţii matematice mai complicate. În tabelul de mai jos se dau formu-
lele de calcul al erorilor absolută și relativă, corespunzătoare diferitor operaţii matematice.

Nr. crt
Operaţia 

matematică

Eroarea

absolută relativă

1.

2.

3. 

4.

5.

6.

7.

8.

9. 
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Nr. crt
Operaţia 

matematică

Eroarea

absolută relativă

10.

11.

12.

Acest tabel se utilizează numai după aducerea dependenţei funcţionale cercetate la 

forma cea mai simplă. De exemplu, dependenţa  X = 
 
mai întîi se aduce la forma  

X = 1 + B—
A

 și numai după aceasta se determină erorile absolută și relativă cu ajutorul 

tabelului menţionat.

d. Eroarea unei singure măsurări

Deseori sîntem nevoiţi să efectuăm o singură măsurare. În asemenea situaţii, eroarea 
măsurării trebuie să fi e egală cu cea a aparatului de măsură folosit (este indicată pe apa-
rat sau în pașaportul tehnic). Dacă precizia aparatului nu este indicată, atunci eroarea 
absolută trebuie apreciată. De obicei, ea nu depășește jumătate din cea mai mică divi-
ziune a scalei aparatului utilizat. De exemplu, măsurările făcute cu o riglă milimetrică 
au eroarea absolută de 0,5 mm. Dacă în calcule sînt folosite constante universale, atunci 
eroarea lor absolută se consideră egală cu jumătate din rangul ultimei cifre semnifi cative 
păstrate. De exemplu, dacă g = 9,8 m/s2, atunci Δg = 0,05 m/s2,  iar dacă g = 9,81 m/s2, 
eroarea absolută este Δg = 0,005 m/s2. 

Se consideră semnifi cative toate cifrele în afară de zerourile afl ate în stînga numă-
rului. Astfel, numerele 0,0271 și 310 au cîte 3 cifre semnifi cative.

La prelucrarea datelor experimentale obţinute în urma măsurărilor se efectuează 
diferite calcule. Deseori se consideră eronat că numărul mare de zecimale păstrate 
mărește precizia rezultatului măsurării. Să analizăm următorul exemplu. Admitem 
că pentru determinarea volumului V al unui corp paralelipipedic cu laturile a, b și 
c s-au efectuat măsurări cu o riglă centimetrică, obţinîndu-se următoarele rezul-
tate: a = 25,5 cm, b = 10 cm  și  c = 1,5 cm. Să calculăm eroarea relativă a rezultatului 
(precizia) considerînd eroarea absolută a riglei egală cu 0,5 cm (jumătate din valoarea 
celei mai mici diviziuni). Deoarece volumul corpului V = a.b.c se exprimă printr-un 
produs de mărimi independente, eroarea relativă este

εV = εa+ εb+ εc=Δa—a  + Δb—
b  + Δc—c 

și numeric obţinem  εV =  +  +  ≈ 0,02 + 0,05 + 0,33 ≈ 0,4;  εV = 40%.

Menţionăm că din cele 40% ale preciziei rezultatului, 33% revin celei mai impre-
cise măsurări ale laturii c, 5% – ale laturii b și numai 2% – ale laturii a. Evident că 
pentru a mări precizia rezultatului, este nevoie să mărim precizia măsurării, adică 
a laturii c. Utilizînd în acest scop o riglă milimetrică (eroarea absolută a riglei este 
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0,5 mm), obţinem un rezultat al măsurării mai exact, c  1,3 cm. Acum precizia 
rezultatului este 

εV = 
0,5

25,5
 + 

0,5
10

 + 
0,05
1,3

 ≈ 0,02 + 0,05 + 0,04 ≈ 0,11; εV = 11%.

Astfel, precizia rezultatului s-a mărit aproximativ de 4 ori și dacă dorim ca el să fi e 
mai exact, este necesar să mărim precizia măsurărilor tuturor laturilor, utilizînd, de 
exemplu, un șubler. Așadar, 

Precizia măsurărilor indirecte poate fi  mărită doar prin mărirea preciziei măsurărilor 
directe, iar păstrarea unui număr mare de zecimale duce numai la complicarea inutilă 
a calculelor.
Din exemplul considerat mai rezultă și modul de scriere a rezultatului fi nal. Prezentarea 

acestuia, de pildă, sub forma V ± 0,4.10–4 m3  este absurdă. Într-adevăr, ţinînd 
seama de faptul că eroarea absolută conţine o singură zecimală, ultimele două cifre ale 
numărului  nu au nicio însemnătate. Folosind regulile de rotunjire cunoscute 
din matematică, obţinem rezultatul înscris sub forma corectă V ± 0,4.10–4 m3.

Rezultatul fi nal trebuie să conţină acelaşi număr de zecimale ca eroarea absolută. În 
calculele intermediare se păstrează o zecimală în plus pentru efectuarea rotunjirilor.

e. Prelucrarea grafi că a datelor experimentale

Deseori în procesul prelucrării datelor 
experimentale se utilizează metoda repre-
zentării lor prin grafi ce. Această metodă 
oferă posibilitatea vizualizării dependen-
ţei cercetate și stabilirii caracteristicilor 
acesteia. Pentru reprezentarea grafi că a 
dependenţei studiate, de obicei, se foloseș-
te sistemul de coordonate rectangular. Pe 
axa absciselor se depun valorile mărimii 
independente (date de experimentator), iar pe axa ordonatelor – valorile mărimii mă-
surate. Pentru reprezentarea acestor valori se alege o anumită scară, astfel încît cea mai 
mică valoare care se poate citi pe grafi c să nu fi e mai mică decît mărimea erorii absolute 
a măsurărilor, dar nici mult mai mare decît aceasta. Originea coordonatelor nu trebuie 
neapărat să coincidă cu valorile nule ale mărimilor reprezentate. Ea se alege pornind 
de la condiţia utilizării complete a întregii suprafeţe atribuite grafi cului. Diviziunile 
indicate pe fi ecare axă de coordonate trebuie reprezentate echidistant, iar la capătul 
lor se scriu nu numai simbolurile mărimilor fi zice, ci și unităţile lor cu multiplii sau 
submultiplii eventuali (fi g. 1).

Fiecare punct experimental trebuie marcat vizibil pe grafi c folosind în acest scop 
diferite semne distincte (cerculeţ, cruciuliţă, triunghi etc.). Apoi se trasează o curbă 
continuă, care să treacă prin cît mai multe puncte experimentale, lăsînd de o parte și de 
alta ale ei un număr cît mai mic de puncte depărtate aproximativ egal de la curbă (fi g. 1).

O caracteristică importantă a dependenţei liniare în cazul reprezentării datelor prin 
grafi ce este panta curbei experimentale sau unghiul de înclinare al acesteia. Din fi gura1, 

Н

м

Fig. 1
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care reprezintă dependenţa forţei de elasticitate a unui resort în funcţie de alungirea lui, se 
observă că panta dreptei ce descrie această dependenţă coincide cu constanta de elasticitate:

k = tgφ = 
ΔF
Δl

. 

Această metodă se va folosi în Lucrarea de laborator nr. 2 pentru a determina con-
stanta de elasticitate a unui corp cu proprietăţi elastice.

ÎNTREBĂRI

1.  Care măsurări sînt directe şi prin ce se deosebesc ele de cele indirecte?

2.  Care sînt principalele surse de erori? Cum sînt clasifi cate erorile?

3.  Ce se numeşte eroare absolută şi ce reprezintă ea?

4.  Ce se numeşte eroare relativă şi care este semnifi caţia ei?

5.  Cu ce sînt egale eroarea absolută a unei sume (sau a unei diferenţe) şi eroarea relativă a unui 
produs (sau a unui cît) în cazul măsurărilor indirecte?

6. Cum poate fi  mărită precizia măsurărilor indirecte?

7.  Cum trebuie să fi e prezentat rezultatul fi nal al unei măsurări?

8. Cum se trasează o curbă experimentală în cazul reprezentării grafi ce a rezultatelor măsurării?

LUCRAREA DE LABORATOR nr.1

STUDIUL MIȘCĂRII RECTILINII UNIFORM ACCELERATE A UNUI CORP
Scopul lucrării: Studiul experimental al mișcării uniform accelerate și determinarea 

acceleraţiei unui corp.
Aparate și materiale necesare: un cronometru (de preferat electronic); o panglică 

cu diviziuni centimetrice sau milimetrice (ruletă); un uluc metalic; un stativ cu clește; 
o bilă metalică; un cilindru metalic.

Consideraţii teoretice
Mișcarea uniform accelerată a unui corp este descrisă de ecuaţia (1.25).
Montajul experimental (fi g. 2) realizat în această lucrare de laborator permite mă-

surarea distanţei parcurse de o bilă metalică în mișcare uniform accelerată fără viteză 
iniţială și a timpului de mișcare. În baza acestor măsurări se determină acceleraţia bilei 

cu ajutorul relaţiei a = 2s—
t2 , care rezultă din (1.25) cînd v0  0.

Fig. 2



172

MODUL DE LUCRU:
1.  Realizaţi montajul experimental după cum este arătat în fi gura 2. Unghiul de încli-

nare a ulucului trebuie să fi e mic  (h ≈ 3 ÷ 4 cm la 1 m de lungime a ulucului).

2.  Simultan cu declanșarea cronometrului eliberaţi bila ţinută într-un anumit punct la capătul 
superior al ulucului. Închideţi cronometrul în momentul cînd se aude sunetul produs la 
ciocnirea bilei cu cilindrul plasat la capătul inferior al ulucului și citiţi indicaţia lui.

3.  Măsuraţi distanţa parcursă de bilă.

4.  Repetaţi de 4-5 ori măsurările descrise în punctele 2 și 3 pentru diferite distanţe, 
trecînd de fi ecare dată rezultatele obţinute în tabelul de mai jos:

Nr. crt
t 

(s)
s 

(m)
a 

(m/s2)
Δa 

(m/s2)

1.

2.

•
•
•

Valoarea medie

5.  Calculaţi erorile absolută și relativă ale valorii acceleraţiei determinate experimental.
6.  Prezentaţi rezultatul fi nal sub forma 

a = (a— ± Δa—)m/s2;    ε = ...%.

7.  Expuneţi concluziile referitor la rezultatele obţinute.

ÎNTREBĂRI

1. De ce unghiul de înclinare a ulucului prin care se mişcă bila trebuie să fi e mic?

2.  Care este rolul cilindrului metalic aşezat la capătul inferior al ulucului?

3.  Cum se modifi că acceleraţia bilei metalice în funcţie de timpul de mişcare a ei?

4.  Care este sursa principală de erori în experienţa efectuată?

LUCRAREA DE LABORATOR NR. 2°

DETERMINAREA CONSTANTEI DE ELASTICITATE 
A UNUI CORP CU PROPRIETĂŢI ELASTICE
Scopul lucrării: Verifi carea legii lui Hooke și determinarea 

constantei de elasticitate.
Aparate și materiale necesare: o riglă milimetrică (ru-

letă); un stativ cu două clește; un resort (sau un fi r elastic); 
un set de mase marcate.

Consideraţii teoretice
În montajul experimental (fi g. 3) al acestei lucrări de 

laborator este utilizat resortul unui dinamometru. Corpul Fig. 3
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suspendat la capătul de jos al resortului (fi rului elastic) acţionează asupra lui cu o forţă 
deformatoare egală cu ponderea (greutatea) P = mg. Întrucît în stare de echilibru forţa 
de elasticitate este egală în modúl și de sens opus cu ponderea, din (2.27) obţinem

  P = Fel sau mg = kΔl, de unde k = 
 
.

MODUL DE LUCRU:
1. Realizaţi montajul experimental din fi gura 3, astfel încît acul dinamometrului în 

stare nedeformată să coincidă cu indicaţia „0” de pe rigla milimetrică.
2.  Suspendaţi o masă marcată la capătul liber al resortului și notaţi pe rigla milimetrică 

alungirea Δl produsă.
3.  Repetaţi experienţa de 5-6 ori adăugînd de fi ecare dată noi mase marcate. Introduceţi 

datele experimentale obţinute în tabelul de mai jos:

Nr. crt
m 

(10−3kg)
Δl 

(10−3m)
k 

(N/m)
Δk 

(N/m)

1. 50

2. 100

•
•
•

6. 300

Valoarea medie

4.  Construiţi grafi cul dependenţei Fel = mg în funcţie de alungirea resortului Δl  și 
determinaţi constanta de elasticitate calculînd panta dreptei obţinute. Comparaţi 
rezultatul cu valoarea medie căpătată anterior.

5.  Calculaţi erorile absolută și relativă comise la măsurarea constantei de elasticitate.
6.  Prezentaţi rezultatul fi nal sub forma:

k = (k
−

 ± Δk
−

) 
N—m 

;  ε = ...%.

7.  Trageţi concluziile referitor la rezultatele obţinute.

ÎNTREBĂRI

1.  De ce la capătul liber al resortului dinamometrului şcolar nu se pot suspenda greutăţi cu masă mare?

2.  Explicaţi cum trebuie să fi e forma dependenţei forţei elastice în funcţie de alungirea resortului.

LUCRAREA DE LABORATOR NR. 3 

DETERMINAREA COEFICIENTULUI DE FRECARE LA ALUNECARE
Scopul lucrării: Studiul fenomenului frecării și determinarea coefi cientului de 

frecare la alunecare prin metoda planului înclinat.
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Aparate și materiale necesare: un tribometru (în lipsa tribometrului se ia o scîndură 
de aproximativ 80 ÷ 100 cm lungime); un stativ cu un clește; o panglică cu diviziuni 
centimetrice (ruletă); un corp paralelipipedic; un set de mase marcate.

Consideraţii teoretice
Dacă un corp alunecă uniform pe un 

plan înclinat, atunci coefi cientul de freca-
re se exprimă prin tangenta unghiului de 
înclinare a planului (par. 2.6): μ = tg φf .

Din fi gura 4, care reprezintă mon-
tajul experimental al acestei lucrări de 

laborator, se observă că tg φf =  h—
l
  .

Așadar, dacă se asigură o alunecare 
uniformă a corpului, atunci coefi cientul 
de frecare la alunecare se determină 
prin măsurarea bazei l și a înălţimii h 

ale planului înclinat: μ =  h—
l
  .

MODUL DE LUCRU:
1.  Așezaţi corpul paralelipipedic pe scîndură și, ridicînd-o încet de la un capăt, găsiţi 

poziţia ei (unghiul φf ) din care în urma unor ciocănituri ușoare corpul începe să 
alunece uniform.

2.  În această poziţie fi xaţi scîndura în cleștele stativului și verifi caţi încă o dată dacă 
corpul alunecă uniform.

3.  Măsuraţi înălţimea h și baza l ale planului înclinat obţinut și treceţi rezultatele în 
tabelul de mai jos:

Nr. crt
h 

(cm)
l 

(cm) μ 

1.

2.

Valoarea medie

4.  Reluaţi de 2-3 ori procedeele de lucru descrise la punctele1–3, adăugînd pe corpul 
paralelipipedic cîte un corp cu masa de 100 g.

5.  Calculaţi valoarea medie  μ−  a coefi cientului de frecare.
6.  Estimaţi erorile absolută și relativă ale coefi cientului de frecare la alunecare folosind 

următoarele relaţii:

 ,  Δμ
_

 = ε · Δμ
_

.

7.  Prezentaţi rezultatul fi nal sub forma μ = μ
_ 

± Δμ
_

; ε = ...%.
8.  Trageţi concluziile referitor la  rezultatele obţinute.

Fig. 4
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ÎNTREBĂRI

1.  Care este esenţa metodei planului înclinat pentru determinarea coefi cientului de frecare la alunecare?

2.  De ce este necesar să se ciocănească uşor pe scîndură cînd se determină poziţia pentru care 
corpul alunecă uniform?

3.  Propuneţi o altă metodă de determinare a coefi cientului de frecare la alunecare şi încercaţi să 
o realizaţi.

LUCRAREA DE LABORATOR NR. 4 

STUDIUL PENDULULUI ELASTIC
Scopul lucrării: Determinarea experimentală a perioadei proprii în cazul oscilaţiilor 

unui pendul elastic. 
Aparate și materiale necesare: stativ cu două clește, resort, set de mase marcate, 

riglă milimetrică, cronometru (de exemplu, de la un telefon mobil) sau ceasornic cu 
secundar. 

Consideraţii teoretice
Perioada oscilaţiilor proprii T0 a pendulului elastic este determinată de relaţia (5.18). 

Se observă că ea este direct proporţională cu masa sistemului oscilator m și invers pro-
por ţională cu constanta de elasticitate k. Pentru unul și același resort de masă neglijabilă 
pe rioada proprie este cu atît mai mare, cu cît masa corpului suspendat este mai mare. 

Determinarea perioadei se poate realiza în două moduri: fi e cu ajutorul relaţiei (5.18), 
stabilind mai întîi constanta de elasticitate k, fi e mă su rînd intervalul de timp t, în care 
se produc un număr N de oscilaţii complete, adică 

 T = 
t

N
. (12)

Constanta de elasticitate k se determină din condiţia de echilibru a corpului de 

ma să m atîrnat la capătul resortului, adică mg = kx, de unde rezultă k = mg/x. Introdu-
cînd această relaţie în (5.18), obţinem 
 T0 = 2π

x

g
, (13)

unde x este alungirea resortului cînd corpul suspendat se afl ă în echilibru.

MODUL DE LUCRU:

1.  Realizaţi montajul experimental din fi gura 5, avînd grijă ca 
indicaţia „0” de pe rigla milimetrică să coincidă cu capătul 
resortului în starea nedeformată. 

2.  Atîrnaţi la capătul liber al resortului o masă marcată și, 
după stabilirea poziţiei de echilibru, citiţi pe rigla milime-
trică alungirea x a acestuia.

3.  Scoateţi pendulul elastic din poziţia de echilibru, de pla-
sîndu-l cu 2–3 cm și măsuraţi cu cronometrul intervalul 
de timp t, în care se produc N oscilaţii armonice, adică 
o sci laţii de aproximativ aceeași amplitudine. 

4.  Repetaţi încă de 1-2 ori măsurările descrise în punctele 2 Fig. 5
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și 3, adăugînd de fi ecare dată noi mase marcate.
5.  Calculaţi perioada os ci la ţii lor proprii  a pendulului elastic, folosind relaţiile (12) și 

(13). Introduceţi rezultatele mă surărilor și determi nă rilor în tabelul de mai jos: 

Nr. crt m (kg) x (m) T0  (s) ΔT0 (s) N t (s) T (s) ΔT (s)

1.

2.

3.

6.  Estimaţi erorile (absolută și re la tivă) ale determinării perioadei proprii în cele două 
ca zuri, folosind relaţiile

ε1 = 
ΔT0

T0

 =
Δπ
π

 + 
1
2

 · 
Δg
g  + 

1
2

 · 
Δx
x

,  ΔT0 = ε1· T0;

ε2 = 
ΔT

T0

 = 
Δt

t
,  ΔT = ε2 · T.

7.  Prezentaţi rezultatul fi nal sub forma  

T0 = (T0 ± ΔT0)s,   ε1 = ...%;

T = (T ± ΔT)s,    ε2 = ...%.

8.  Comparaţi valorile perioadei oscilaţiilor proprii obţinute prin cele două me to de și 
faceţi concluziile referitor la rezultatele măsurărilor.

ÎNTREBĂRI

1.  Ce reprezintă oscilaţiile armonice? Care este legea mişcării oscilatorii a pen du lu lui elastic?

2.  De care parametri depinde frecvenţa proprie a pendulului elastic? 

3.  Cum se explică faptul că frecvenţa proprie nu depinde de amplitudinea osci la ţiilor?
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RĂSPUNSURI LA PROBLEME 
Capitolul 1. Cinematica

Pag. 15–16 

10. 3 m, 17 m; 

11. 2 km, 0,8 km; 

12. 1 m, 1,57 m, 13. 118,6 m.

Pag. 20 

8. 0; 9. 4 unităţi, 60o cu axa Ox şi 30o cu axa Oy;

10. 2  5 unităţi, 10 unităţi. 

Pag. 23 

6. 12,5 m/s; 7. 90 s; 

8. x = 8 – 1,5 t; 9. 4 s, 8 m şi 12 m. 

Pag. 26 

4. 16 m/s; 5. 5,4 m/s; 6. 80 s; 7. 45 s; 8. 0,5 m/s; 9. 3,16 m/s; 20 m, 63,2 m. 

Pag. 36–37 

14. 27 m/s; 15. 4 m/s; 16. 0,5 h;

17. –0,2 m/s2, în sens contrar vitezei; 

18. 12 m/s; 

19. 5 m, 5 m, 13 m; 

20. 10 s; 21. 45 m; 22. 2 m/s, 8 m/s;

23. 176,4 m, 58,8 m/s;

24. De două ori, după 3 s (la urcare) şi după 7 s (la coborîre); 25. 53,9 m, 44,1 m; 26. 6 s, 53,9 m/s; 
27. 2,5 s.

Pag. 41 

8. 18,84 m/s; 9. 0,6 s; 10. 465,2 m/s;

11. 0,25 m; 12. υsec/υmin = 20; 13. 2,4 m/s2;

14. 1,6 m/s2;

15. 3,3 rad/s; 16. 3 rad/s; 17. 8 rad/s, 0,4 m. 

Pag. 44  

4. 81,63 m; 5. 24 m/s, 2,12 s, 22,04 m, 25,44 m; 6. 19,80 m/s; 

7. 15,04 m, 10,26 m/s; ≈ 13o sub orizontală; 8. 35,41 m, 4,73 s, 163,85 m.



Capitolul 2. Principiile dinamicii. Forţele naturii

Pag. 54  

12. 0,6 kg; 13. 7 kg; 14. 1,125 kg; 

15. 4,8 m/s2; 16. 1,2 kg; 17. 2 m/s2.

Pag. 56 

3. 25 N; 4. Nu, forţa de întindere a fi rului este egală cu 10 N. 

Pag. 62–63 

10. 5,97 ∙ 1024 kg; 11. 2 ∙ 1030 kg; 

12. 3,8 ∙ 108 m; 13. 0,03 m/s2; 14. 3,6 km/s; 15. 8. 

Pag. 67 

6. 7,5 cm; 7. 1 000 N/m; 8. a) 120 N/m, b) 500 N/m; 

9. 1,3 mm; 10. 120 GPa; 11. 2,5 m/s2; 12. 1 m/s. 

Pag. 72 

10. Da; 11. 0,6; 12. 5 m/s; 13. 0,02 m; 14. 0,5. 

Pag. 76–77 

1. 0,75 m/s2; 2. 3,1 m/s2; 3. 1,9 m/s2; 4. 40,5 N, 1,08 m; 5. 1,2 N, 5,1 N.

Capitolul 3. Elemente de statică

Pag. 84

6. 30o, 1 018,4 N; 7. 980 N; 

8. 24,0 N, 4,8 N.  

Pag. 87  

7. 0,7 m; 8. 127,3 N, 147 N; 9. 1,82 m, 264,6 N; 10. 14o.

Pag. 91 

4. Cu 0,2 spre capătul opus; 5. La 5,37 cm de la punctul de tangenţă al sferelor spre centrul sferei 
din cupru; 6. Luînd axa x în direcţia AE şi axa y în direcţia AB cu originea în A, coordonatele 
centrului de greutate sînt: xc = 14,09 cm, yc = 5,45 cm; 7. ≈ 71o30’. 

Capitolul 4. Impulsul mecanic. Lucrul şi energia mecanică

Pag. 95  

5. Impulsul primului cărucior este mai mare de 1,5 ori; 6. 2,7 m/s; 

7. 0,6 kg ∙ m/s; 0; 1,2 kg ∙ m/s; 0,85 kg ∙ m/s; 0,6 kg ∙ m/s; 

8. 9 000 kg ∙ m/s; 9. 2,5 s. 

Pag. 101  

5. 0,8 m/s; 6. 4,5 m/s; 7. 0,05 m/s;

8. 8 m/s, 53o; 9. 2,77 ∙ 105 kg. 

Pag. 103  

4. 4 m; 5. 2,8 ∙ 1035 kg ∙ m2/s; 6. S-a mărit de 9 ori.  

Pag. 107–108  

6. 28 N; 7. 727 J; 8. 30o; 9. 2,5 m/s2; 10. 0,3; 11. 150 W; 12. 40 m/s; 13. 30o. 

Pag. 111 

7. 0,08 kg; 8. De circa 1,5 ori; 9. 40 J; 

10. 0,256 kg; 11. 14 N; 12. 60 kJ, 100 kJ;



13. În scîndura a treia. 

Pag. 116  

6. Energia potenţială a bilei de oţel este mai mare de 2,89 ori decît a celei din aluminiu; 7. 80 m; 
8. 1 000 J; 9. 4,5 kJ. 

Pag. 118 

5. 10 J; 6. 1,5 J; 7. 0,32 J; 8. 3,3 J. 

Pag. 120 

4. L1231 = – Ff (l1 + l2 +   l2+ l2 ), S12341 = –2Ff (l1 + l2); 5. La viteză mai mare lucrul mecanic al forţei de 
rezistenţă (pe acelaşi traseu) este mai mare în modúl decît la viteză  mai mică. Ţinînd seama că 
lucrurile forţei de rezistenţă sînt negative, lucrul ei la viteză mare este mai mic decît la o viteză 
mică. 

Pag. 126  

6. 20 m; 7. 15 m/s; 8. 5,24 m/s, 1,92 m/s; 9. 1,1 m/s; 10. 0,5 m; 11. 1,225 J; 

12. (m1 + m2)
2m1

m2υ2
2

; 13. 45 J, 5 J; 14. –78,25 J; 15. 1,76 N, 9,42 m/s. 

Capitolul 5. Oscilaţii şi unde mecanice

Pag. 130 

7. 8 cm; 8. 3 s; 9. 2 Hz. 

Pag. 140–141  

14. 0,2 m; 0,628 s; π/2; x(t) = 0,2 sin (10t + π/2) (m); 15. 0,4 kg; 16. 0,25 m; 17. 1,57 s; 18. 0,24 N/m; 
6,4 Hz. 

Pag. 142  

4. x = 7 sin (2πt + 1,43) (cm); 5. 2,24 cm; 1,11 rad. 

Pag. 149  

8. 3,67 km/s; 9. 267 N; 10. 0,7 m/s. 

Pag. 151 

4. π (rad); 5. y = 2 sin(40πt – π
6

 x)  (cm); 
43π

6
(rad); –1 cm; 6. π/30 (m–1). 

Pag. 158–159 

7. a) 1,5 m; b) 0,75 m; 8. maxim – 1 000 m; minim – 1 250 m; 9. 495,7 Hz.

1         2
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